
บทท่ี 2
สถิติท่ีใชในการวิฉัย

การวิจัยครั้งนี้สิ่งที่สนใจถึกษาถึอ การเปรียบเทียบการประมาณค่าพารามิเตอร์สำบรับ 

การแจกแจงที่ถูกตัดปลายทางช้ายเลื่อไม'ทราบจุดตัดปลาย ตัวยวิธีโมเมนต์คัดแปลง วิธีการประมาณ 

ตัวยภาวะน่าจะเป็นถูงสุค และวิธีค่าลังสองติาล(คเทียม ในที่นีจะถึกษาเปรียบเทียบค่ารากที่สอง 

ของค่าเฉลี่ยของความคลาดเคลื่อนค่าลังสองของการประมาณค่าพารามิเตอร์ในแต่ละวิธี โดยจะ 

กล่าวถึงในรายละเอียดในหัวข้อต่อไปนี้

การประมาณค่าพารามิเตอร์

สำหรับการวิจัยครังนืทีาการถึกบา^ปแบบของข้อมูลที่ถูกตัดปลายเป็นคังนี

พ = X  , X > d
โดยที่ พ , X เป็นตัวแปรสุ่ม และ d เป็นจุดตัดปลาย ซึ่งมีฟ้งต์ชันความหนาแน่นและ 

ฟ้งก์ชันการแจกแจงสะสมเป็นดังนี้

/» ( * )  = / «(*) 
1 - พ

, X > d

และ
Fx{ x ) - F x(d) 

1 - F x(d)

1. วิธีโมเมนต์ตัดแปลง

วิธีโมเมนต์เป็นวิธีการประมาณค่าพารามิเตอร์ที่เก่าแก่ที่สุคเสนอโดย คาร์ล เพียร์สัน

(Karl Pearson) เลื่อประมาณ'ปี ค.ศ. 1894 หลักเกณฑที่สำคัญที่มา'ใช้'ใตัแก่ การถือว่าโมเมนต์ของ 

ตัวอย่าง (Sample Moments) เป็นตัวประมาณของโมเมนต์ของประชากร (Population Moments) ท่ี 

สมนัยกัน และฟ้งกัชันของโมเมนต์ของตัวอย่าง กีใข้เป็นตัวประมาณพารามิเตอร์ของประชากรที่

เป็นทีงกั'ชัน

j Vi f i l l  muนาไ} เพ! H i;* I i i l r i i î  ก lï

'1 , I เไ Î It Ï kl.1 i l  Vi î i  i l l )  i . !  ช



6

สมน ัยก ันของโมเมนต์ของประชากร1

การประมาณค่าคัดแปลง(Modified Estimations) ขั้นตอนในการประมาณค่าคัดแปลง

3ดังนี้

1.1 ประมาณค่าเริ่มต้นของชุดคัดปลาย ต้วยค่าที่นัอยกว่าหรือเท่ากับค่า ข้อวุ[ลที่มีค่าตํ่า

ท่ีลุ(ค หรือตัวสถิติอันคับท่ี 1 ¥1 = m in (X ( l) .....X (N ))

<เ1 <= r t

1.2 ในการประมาณค่าหารามิเตอร์โดยการใข้ค ัวประมาณคัดแปลง(M od ified Estimator) 
นี้นมี 2 ทางเลือกในการค่านวณค่าชุดตัดปลาย(truncated point) ในการประมาณค่าหารามิเตอร์ คือ

1.2.1 E ft) = >>1 หรือ
1.2.2 E(F(71))=/?Cv1)

1.3 น ัาสมการตังกล่าวข้างต้นมาเปรียบเทียบกับสมการที่ไต ้จากวิธ ีโมเมนต์

กรณีที่มี 2 หารามิเตอร์รวมชุดคัดปลาย

E (x ) = x  (2 .1) '
E ft) = y1 หรือ E f tX ^ F C * )  (2.2)

กรณีที่มี 3 หารามิเตอร์รวมชุดคัดปลาย

E(jsr) = X  . (2.3)

E ( x 2 ) = ^ x 2 (2.4)

E f t )  =  ^ 1 หรอ E (F (7 1) ) = F 0 ; 1)  (2.5)

ในการแกัสมการ ข้าหากสมการยุ่งยากให์ไข้วิธีการเชิงคัวเลข (Numerical Mehtod) เข้า 
ช่วยในการแต้สมการเหึ่อให์ไต้ค ่าประมาณพารามิเตอร์

2. ว ิธ ีการประมาณต้วยภาวะน่าจะเป็นลุ[งฤ(ค

วิธ ีการประมาณต้วยภาวะน่าจะเป็นลุ[งลุ[ด เป็นการประมาณค่าหารามิเตอร์ท ี่ไม่ใช่ค่า 
ฟ้งกัช ันการเสี่ยงในการคัดเลือกคัวประมาณที่เหมาะสม แต่ใข้การวิเคราะห์จากสมการความเป็นจริง 
ผู้ท ี่ต ้นพบวิธ ีน ี้เป ็นคนแรกคือ เกาส ช ี เอฟ (C.F. Gauss 1821) ซึ่งเป็นนักคณิตศาสตร์ชาวเยอรมัน 
ต่อมานักสถิต ิชาวอังกฤษซึ่อ อาร์ เอ ห ์ชเชอร์ (R .A . Fisher 1922) ไต้ปรับปๅ[งวิธ ีการและตรวจ

‘ประชุม ลุ[วัตถี,ดร., ทฤษฎีอา[มานเชิงสถิต ิ.(กๅ[งเทพมหานคร:2527) หน้า 96-97.
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สอบคุณสมบัติต่าง ๆ วิธีการนี้จะใช้ไตัเมึ่อตัวอย่างคุ่มมีการแจกแจงแบนมีพารามิเตอร์ 

(Parametric Distribution)

3. วิธีค่าลังสองติาคุดเทียม

การประมาณค่าพารามิเตอร์ตัวยวิธีค่าลังสองต่าคุดเทียมนี้ปามาจากบทความของ 

สัตยา สิ.ดูเบย์ (Satya D . Dubey:1995)* 3 * ซึ่งใช้หลักการเสียวกับวิธีค่าลังสองติาคุคคือหาค่า 

ประมาณของพารามิเตอร์ที่น่าให ผลบวกค่าลังสองของผลต่างระหว่างค่าสังเกตกับค่าประมาณมีค่า 

ต่าคุคสำหรับวิธีค ่าลังสองติาคุคเทียมนี้ เปีนวิธีการหาตัวประมาณที่น่าใน้ผลบวกค่าลังสอง

ของผลต่างระหว่างค่า ๒([1 -FqOcj)]-1) โดยที่ Fn(Xj) พิงกัชันการแจกแจงของตัวอย่าง(Sample

Distribution Function) กับค่า ln tfl-F ^X j)]-1) โดยที่ Fw(xt) พิงก์ชันการแจกแจงของช้อรุเลที่มี 

การตัดปลายทางซ้าย

ค่าหนคใน้สมการค่าลังสองของวิธีการค่าลังสองต่าคุคเทียมคือ

ร ่น - ! ■ ( ล - * ! . พ ! - , ))

โดยที่

* = ( [ 1 - * . ( * 1) ] ' ' )

* „ ( * , )  = !
kj คือรานวนช้อคุลที่มีค่าน้อยกว่าหรือเท่ากับ Xj

แระพร วีระถาวร, ดร., การอคุมานเชิงสถิติ,»นกลาง:โครงสรัางและความหมาย 

(พิทักษ์การพิมพ์ : 2531) หน้า 99.

3Satya D. Dubey. แ Asymptotic Properties of Several Estimations of Weibull

Parameters.5 fechnometrics 7(3) : 1965 : 423-434.
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1. การแจกแจงแบบลอกนอรมอล

เมึ๋อ X มีการแจกแจงแบบดอกนอร์มอล (Lognormal Distribution) โดยมีฟ้งก์ชัน 

ความหนาแน่นเป็นด้งนี้

/ ( * )  = <

1
o x ^ 2 t c

exp
2 V <T ท , X > 0 

À  _

(2 . 1)

0 , อ น ๆ

โดยที่ p. เป็นพารามิเตอร์flาหนคขนาด (Scale Parameter) , -0 0  < )J.< 00 และ 

a  เป็นพารามิเตอร์flาหนครูปร่าง (Shape Parameter) , a  > 0 และมีฟ้งกชันการแจกแจงสะสมเป็น

ด้งน

(2.2)

0

จากสมการที่ 2.2 จะได้ว่าฟ้งก์ชันการแจกแจงสะสมเป็นด้งนี้ 

Fx(x) = ®{z(x)) (2.3)

กรณีขอมูลที่มีการตัดปลายทางชัาย (Left-Truncated Data) เมึ่อไม,ทราบจุดตัดปลาย

เป็นด้งนี้

พ  = X , X > d (2.4)

โดยที่ พ  และ X เป็นตัวแปรสุ่ม ซึ่งมีฟ้งก์ชันความหนาแน่นของขอมูลเป็นด้งนี้

/ * ( * )  = ■ (2.5)
ไ ^ ) ] ^ “ ” [ ' 2  )

มี และ d เป ็นพารามิเตอร์ ท่ี a > 0 , - o o < p . < o o  และ d > 0  และมีฟ้งก'ชัน

การแจกแจงสะสม เป็นด้งนี

„  , = Fx( x ) - F x(d) = 0 (z (x ) ) -0 (z(F))
A x ) ^  1 - F x(d )  = ไ - \1-<D น ๙))

( 2 .6)
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1.1 วิธีโมเมนต์ดัดแปลง

สำหรับวิธีโมเมนต์ดัดแปลทราสามารถหาค่าประมาฌไดัดังนี้ 

mi คือโมเมนต์ที่ 1

m l  =  * 1 = E  ( * )

« 2 = ^ 2 > . 2 = S ( * 2)

ค่าหนคให'

๒ ๑ -

ะ ะ ร ± ร ,

(2.7)

(2 .8)

(2.9)

(2 .10) 

(2 .11) 

(2.12)

จากสมการที่ 2.11 และ 2.12 ช้ายข้างเพ่ีอใา^ด ัสมการใหม่ที่มีค่าเท่ากับ 0 เป็น

ดังนี่

/ / ( l )  = w l(l-<x>(z(ฟ ) ) ) - ( l-< D (^ l) )e x p  M  +  ~ -  I
V 2 )

H ( 2 )  =  m l ( \ -  <I>(z(ฟ ))) -  ( l -  < D (z J 2 ))e x p (2 /i +  2 ๙  )
จ1 I J  «  /  „  4  _I  B  a  .  \  P -  a l p *  f l / û  I  A  1 1—»  n  a . i  ' \  P '  A  a  a ■ " A  r \  P -  T “ ”  '  '  '  .  a n  p ~ »  P »  '  T  •' ~K )

(2.13)

(2.14)//ZZayl SA/y V4 y y y Z ü  Zyy ZyL/ T A.CJ J yZ.l'-t

โนการประมาณค่าพารามิเตอร์ E(Yj)=y 1 หรือ E(F(Y1))=F(y1) แต่ในที่นี้เราใช้

E(F(Y1))=F(y1) โดยที่ >’1-  ท น ่ฑ น (1),..,2โ(«))

- ฟ ่

* (^ )  = ------ -------

(o (z (>’1) ) - Q (z(^ ))) _ 1 

“ (l-<I>(z(ฟ)))

(๒ (ฟ )-  ^ )

«+1

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

ท่าการช้ายข้างสมการที่ 2.17 เพี่อใท่ไดัสมการที่เท่ากับ 0 

H(3) = (n+ l ) ( l -  <D(z(>1) ) ) -  r t( l-  0 ( z ( ฟ)))
ท่าการหาอนุพันธ์สมการที่ 2.13,2.14 และ 2.18 เท่ยบกับ f>a และ d เพี่อใช้ 

โนวิธีนิวดัน-ราฟสัน (Newton-Raphson Method) ในทารหาค่าประมาณพารามิเตอร์ (0. ,o และ d
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A i(1) =  =  y  ' โ ' น ๙ ) ) -  e x p j^ - f  y - Y y ' โ ' น ! )  +  ( l  -  0 ( 2๙ 1) ) )

ฬ (2 )  =  =  —  ¥ ( * ( ๙ ) ) -  exp( 2 / /  ■+ 2 ๙ ) i f -  'โ '( 2๙1) +  2( 1 -  o f  2d 1)) j

^ (3 ) = ^  = % ;- * ( * ( * > ) -  ( ฬ

(2.19)

( 2.20) 

(2 .21)

KO ) .  ธ ุ^  ท(๙ ) 'โ,(* (๙ )) -  exp / i+  y - Y “ ( —  +  2^ ( 2๙ l)  +  o ( l  -  0 (2๙1) ) j  (2.22) 

5 (2 )  = y p .  =  —  z (๙)»J»(z(๙ ) ) - exp (2 /i+  2๐2A(̂  + 4^ ( 2๙1)+  4 0(1 - 0 (2๙1) ) )  (2.23) 

B ( 3 ) = = 1) 'F( ^ 1) ) - - 2 ( ๙)^(2(๙))
0(7 (7 c r^  " â b-" — — I

C (l) = = ^  ̂ น 1) exP /*+ y j - m W ( 2 (๙ )))

C (2 )  =  =  - ^ - ( ¥ ( * ๙ 2 )e x p (2 / /  + 2 ๙  ) -  m 2 ¥ ( * (๙ ) ) )

C ( 3 ) = ^ p  =  - ^  ¥ ( * (๙ ) )

หาค่าประมาณm รามิเตอร์ เว,๐  และ d โดยไข ้ว ิธ ีการของน ิวต ัน-ราฟสัน  
(Newton -Raphson Method) สามารถหาด่าประมาณพารามิเตอร์'ไ#'คังนี้

(2.24)

(2.25)

(2.26) 

(2.27)

น +0 V ไ
๐’t+1 = ° k

V๙Jt+1 > น ;

c H {  1) o H { \ )  c H {  1)

%  æ k
cH{ 2) <3๙(2) # / ( 2 )

พ ิ*  ๙0-, æ k

æ {3) Æ~(3) a/(3)
fo * æ k J

-1

' H k i  1) ไ 
Hk (2) 

น t (3 ) ,
(2.28)

จากสมการข้างต้นเราสามารถหาค่าประมาณโดยการค่าหนค m,, a 0 และ do 
เป็นค่าเริ่มต้น แต้ว'ใช้กระบวนการจ่เา(Iteration Method) จนกระทั่งไต้ค ่าพารามิเตอร์ |X,CT และ d

1.2 วิธีการประมาณต้วยภาวะน่าจะเป็นสูงฤ[ค

ฟ้งก์ชันภาวะน่าจะเป็นสูงสูต (Likelihood Function) สำหรับการแจกแจง 

แบบลอกนอร์มอลเป็นคังน ี

L  =  f l / w ü . )

L  = (o V 2 7 r ( l-0 ( * (๙)))) n ^ ) exP - y ] £ z ( * , ) 2)

(2.29)

(2.30)
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๒ (L ) = -« ^ I n ( l - 0 (2 (๙))) + ^ ๒ (2 tt) 4 ๒(๐-)j - ^ £ z ( x , ) J -  (231)

ฟ่าการหาอนุพันธ์บางส่วน สนการท่ี 2.31 (ln(L)) เท ียบก ับ ( . 1 และ o เป็นดังน้ี

i ï n ( L )  ^  ,   ̂ ^ { 2 { d ) )  _ n

ï ^ ’ - r S ; 0

é  1 - ® น ฬ

/ / ( l )  

/ / (2 )  =
c \ ท ( L )

๐'=

■J  * r  à ™  1 - < * ( * / ) )  -

จากสมการที่ 2.32 และสมการที่ 2.33 สามารถหาค่าประมาณ a เป็นค้าน

I£ พ * ,  ) -  ฟ ่2 -  พ ^ ) -  ฟ ่Z  พ * .  ) -  ฟ ่f  7  7

แทนค่าลงในสมการที่ 2.32 เพี่อหาค่า นุ ดังน

(2.32)

(2.33)

(2.34)

'"(๔)-
4 ๔ )=

*พ =2 เ พ * , : M »ค่พ))
1 ป ี  ) 1

(2.35)

(2.36)

โดยที่ในวิธีการประมาณดัวขภาวะน่าจะเป็นชุงลุ(คให้ 

๙ = >'1 = m in (X ( l) , . . . ,X (n ) )  เนองจากค่าขอมูลต่านุดจะมีค่าใกสัเคียงจุดดัดปลายที่ลุ(ด หา

อนุพันธ์ของสมการเพี่อใ# ในวิธีนิวดัน-ราฟสัน (Newton-Raphson Method) ในการหาค่าประมาณ

พารามเตอร

ค่าหนคให้

๙ = ^  =

z 'l(๔)=

« พ ^ ) - / น) ~ z  (in1น , . ) - //)

;= ~ 2 ct

æ ( ๙) ( l - z (  ๙ )๙ )

â f j  ๐ '

น ุ"(z(๙))= นุ'( Z(๙))Z(๙)Z'(๙)

0 '(z (๙)) = - นุ'(z(๙))Z'(๙)

แทนค่าสมการที่ 2.37 - 2.40 เพี่อให้ไดัสมการอนุพันธ์สมการที่ 2.36

„  . (เท( * 1) - , , )  ((i-ต่พ))พพ))-ค่พ)พพ)))
' น ^ * ± ^ ------------------- 7“ ^ ----------------- ----

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

( l - o ( z w ) ) )
เราสามารถหาค่าประมาณพารามิเตอร นุ ไดัจากวิธีการของน็วดัน-ราฟสัน ดัง

(2.41)

สมการต่อไปนี้
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จากสมการข้างต้นเราสามารถหาค่าประมาณโดยการกำหนด (.เซ (ปนค่าเริ่มต้น 
แต้ว'ไข้กระบวนการ'^า(Iteration Method) จนกระทั่งไต ้ค ่าหารามิเตอร์ (I แทนค่าประมาณ 
พารามิเตอร์ แ  ลงในสมการที่ 2.34 จะไต้ค่าประมาณพารามิเตอร์ O

1.3 วิธ ีค่าลังสองทั่ไสุคเทียม

ค่าหนคใต้'สมการค่าลังสองของวิธ ีการค่าลังสองที่านุคเทียมคีอ

L 0  =  z .

โดยที่

>’1 = to

y,-  เท^
1 y

1 - ^ ( * 1),

1

1 -/< ,(* ,),

F n ( x , ) = n

เ ม ึ๋อ  k j  ค ีอ ธ ีา น - ว น 'ข ้อ ม ูล ท ี่ม ีค ่า น ้อ ย ก ว ่า ห ร ือ เ ท ่า ก ับ  X, 

F i x ) . w - F x { d )  _ $>(*(*))-$>(*(๙ ))

๒
1 - F , w  1 -4>U <0)

7—2— 1 = ln (l- t ’U d ))) - h (l -
1 - K ( x ) J

แทนค่า สมการที่ 2.46 ลงในสมการที่ 2.42 จะไต ้

LQ = 2 น  + ln(l -  <1>น*))) -๒ (l -  0น๙ ))))2
ต้าการหาอนุพ ันธ LQ เทียบกับ J4 และ CT 
ค่าหนคใต้,

X .  _  1

-  4 > { z { d ) j )  -  t o ( l -  $ > ( * ( * 1) ) )  

^ ( ^ ) )  ¥ น * 1) )
ô fd  a

^  _ 1

( l - $> (*(๙ ))) ( l - $ > ( * ( * 1) ))

z (  ๙ ) ’y ( z (  ๙ )) 2 ( x  1) 'F ( 2 ( * 1) )
d a  a ( l - $ > (*(๙ ))) ( l - ^  ( * ( * 1) ) )

(2.42)

(2.43) .

(2.44)

(2.45)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)
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โดยที่ ค่าประมาณพารามิเตอร์ d  = y 1 -  min

เนึ๋องจากค่าข้อมูลตํ่าลุ(ดเปีนตัวประมาณที่มีค่าใกข้เคียงชุดตัดปลายทางซ้ายมากที่สุด จะไข้ว่าอนุพันธ 

LQ เทียบกับ นุ. และ CT เปีนตังนี้

m พ ) : พ !

m ■ ซ ■ t A ï Y i i i )

กัาหนดให้

ช ุ^ = - น ( ^ น พ )

ช ุ^ ช ุ21 X f v  น * ) )

à ¥  น ๙)) 1 1 X
— ^ —  = ^ ( ๙ ) 2¥ ( ฬ ) )

1 [/ / « x x f a

^  = a ( l - o ( ^ ) ) ) 2

( 1 -  0 ( z(x, )))

o { l-o (z ( i) ) )

('■ตั̂)) ̂
V y

o { l- 0 ( z ( * , ) ) )  

^ T= (l-o(z~(<f)))2

5 -1 "-«'««(ชุ2; ! [ - ^ 1

.a (l-o (z (< /))) ^ * ° ?  - ^ ( ๙ ) X^C^>^Kฟ ) ) + ( l -
^))) I  J J

I  o(l -  <D(z(*i ))) j~  ^ )XZ( ^ ) ^ (zน  ))+ ( l -  ))))|

(2.51)

(2.52)

(2.53)

(2.54)

(2.55)

(2.56)

(2.57)

( l - o u * , ) ) ) 2

(2.58)

^  0( l -o(z(<?)))2
( l-o (z (< ô )

(  (

z{d)
V

â v {z (d ))\ y (z (๙)) ไ Z(๙)’y (z id ))2

(2.59)

- J ------7— 7 *  ( l - S > t o ) )
a{l-<î>(z(x,))) l

' * o '
^ ( z j x j )  )  y ( r (x ,) )   ̂ z (x,)T (z(x,))2

๙/'
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(( I ~

â c r
พ)) ๔)^(<๔))+( l - «(^๔))))

|^l-c(z(a; )))̂ ^ — - ))j-4<z(^ ))(<^)4<2(^ ))+(l-<ï(<JÇ ))))J

ih การอนุพันธ์สมการที่ 2.51 และ 2.52 เทียบกับ (Iและ a  โดยแทนค่า 

สมการที่ 2.53 ถึง สมการที่ 2.60 ท่ีค่าหนคใที' ชึ่งจะไดัดังนี้,1,,, ÿyf̂ v>’j:(4 $l ÿfiïï ( ) h y พ )  f i  ‘W )  £UJ
.4(2) = 2  y . f — ) - ร ่น ี้— V z f ^ Ï — )

t?  î r l 4 i A * J

S(1) = | > ,

ะ เ ร เ -zffî
y i=t y T ^ v ^ y
หาค่าประมาณพารามิเตอร์ (4 และ a โคยใดัวิธีการของมิวดัน-ราฟสัน 

(Newton -Raphson Method) สามารถหาค่าประมาณพารามิเตอร์ไดัดังนี้

M k n

\ a k* 1,

5/(1) 5/(1)
%  r  ไ

5/(2) 57(2) (2) J
â M k  d O k  ,

จากสมการดัางดันเราสามารถพาค่าประมาณโดยการค่าหนด ^  และ a0 

เริ่มดัน แดัวใดักระบวนการทั่า (Iteration Method) จนกระทั่งไดัค่าพารามิเตอร์ JJ. และ CT

(2.60)

(2.61)

(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65) 

เป็นค่า
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2. การแจกแจงแบบเอกชโหเนนเชียล

เมึ่อ X มีการแจกแจงเอกชโพเนนเชียล (Exponential Distribution) ฟิงกิชัน 

ความหนาแน่นเป็นดังนี้

/ . w J H H  ’ * > d  (2.66,
0 1 0 U ๆ

เมึ่อ 6 เป็นพารามิเตอร์fiาหนดขนาด (Scale Parameter) ที่มีค่ามากกว่า 0 , d เป็นชุด
๙ ๘ y

ฟ้.1ก พ ั ร จ แ จ  นIGL1ๆ*Iดัดปลาย และมีฟ้งก'ชันการแจกแจงสะสมเป็นดังนี

^ ( x )  = l - e x p f - ^ x ) (2.67)

กรณีข้อมูลที่มีการดัดปลายทางซ้าย (Left-Truncated Data) เมึ่อไม่ทราบชุดดัดปลาย

เป็นดังนี้

พ  > X ,x>d (2 .68)

โดยที่ พ  และ X เป็นตัวแปรสุ่ม d หมายถึงพารามิเตอร์ที่เกิดจากการตัดปลาย

(Truncated Parameter) ความหนาแน่นของการแจกแจงทถูกดัดปลายทางซ้ายเปนดังน

/» ( * )= ,6 > 0

ฟ้งกิชันการแจกแจงสะสม ของการแจกแจงที่ถูกดัดปลายทางซ้ายเป็นดังนี้

^w(*) = 1-exp | ~ ( x - d)  ไ

(2.69)

(2.70)

2.1 วิธี'โมเมนต์ดัคแปลง1

ฝาหรับวิธีโมเมนต์ดัดแปลงเราสามารถหาค่าประมาณใดัดังนี้ 

ค่าหนคให้ m, คือโมเมนต์ที่ i

E ( x )  = -  Y x ,  ^ X = d + 0  (2.71)
ท ,=1

ในการประมาณค่าพารามิเตอร์ E(Yj)=y 1หรือ E(F(Y1))=F(y1) แต่ในที่นี้เราใช้

E(Y 1)=y 1'ให้ >’1 -  m in (.\'(l),...,Ar(ท)) ซึ่งสามารถความหนาแน่นไห้ดังนี้

g (>’1) = ท/ (V,)[1 - F(y\  )]" 1 = ท-^exp|-  ^ (  Vj -  d)  j  (2.72)

เราสามารถหาค่าคาดหวังของ >’1ไห้ดังนี้

D us it C ha rem kavan ich , E s tim a tion  in  T runca ted  D is tr ib u t io n  when Poin ts o f  

T runca tio n  are un know n  (Ph.D . d is se rta tio n ,U n iv e rs ity  o f  G eo rg ia , 1978). p. 9-14.
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£(*โ ) = j n ̂  exp(~ 0^1 ~ d = d + ^ =  yx
•____ V...Ü._________ A ____ -A _ จ. ร'‘น '*  I-

(2.73)

ทำการย้ายข้างสมการท่ี 2.73 เพอให้ไข้ค่าประมาณพารามิเตอร์เป็นตังน 

(ทy ^ x )
ท - !

แทนค่า สมการท่ี 2.74 ลงในสมการท่ี 2.71 ไข้ค่าประมาณพารามิเตอร์ 0
-0 _ ท ( X - y J

ท - !

2.2 วิธีการประมาณข้วยภาวะน่าจะเ ป ็น สูงสูต2

ฟ้งกัชันภาวะน่าจะเป็น (Likelihood Function) สำหรับการแจกแจงแบบ 

เอกซโพเนนเชียล เป็นดังนี้

(2.74)

(2.75)

๒ ( l ) = -« In (๙)- -  d)

(2.76)

(2.77)

ทำการอนุพันธ์ ๒(L) เทียบกับ 0

^ ^  = - -  + -i -  2 (jc1-๙ )
æ  6  &  t t  '

â k i { L )
จากสมการท่ี 2.78 ให ้

(2.78)

0 เราสามารถหาค่าพารามิเตอร์ 0 ไข้ตังน้ี

(2.79)0 = X - d  = X - y l 

สำหรับวิธีการประมาณข้วยภาวะน่าจะเป็นสูงล(ตนนสามารถประมาณค่า 

พารามิเตอร์ d ข้วย >>1=miท(X(l),...,X(n)) เน่ึองจากค่าข้อมูลต่ําสูตจะมีค่าใกลัเคียงจุดตัตปลายมาก 

ที่สูต

2.3 วิธีทำลังสองทำสูตเทียม

ทำหนคให้สมการทำลังสอง,บองวิธีการทำลังสองทำสูตเทียมคือ

ร ุน - ^ ! - ^ (*1)]-1))2 (2.80)

โดยท่ี

Dusit Charemkavanich, เ Estimation in Truncated Distribution when Points of 
Truncation are unknown” (Ph.D. dissertation,University of Georgia,1978), pp. 11.
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* = [ ! - *  พ r  <2-81)

F” (* ' ) = n + Ï  <182)
kj ค ือ ^ นวนข้อมูลท่ีมีค่าน้อยกว่าหรีคเท่ากับ X,

สำหรับวิธีค่าลังสองท่าสุดเทียมนี้เปีนวิธีการหาตัวประมาณที่ท่าให้ผลบวก 

ค่าลังสองของผลต่างระหว่างค่า ln([l-Fn(Xj)]"ป โดยที่ Fn(Xj) ฟ้งกัชั่นการแจกแจงของตัวอย่าง 

(Sample Distribution Function) กับค่า ๒([ใ-F ^ X j ) ] - 1 )  โดยที่ Fw(Xj) ฟิงกัชันการแจกแจงของ

ข้อมูลที่มีการตัดปลายทางซ้าย โดยใช้ อบุพันธีเข้าช่วย

(2.83)

ln ([l-^ (3 r,)r ')= i(x ,-< /) (2.84)

แทนค่าสมการท่ี 2.83-2.84 ลงในสมการท่ี 2.82 จะไตั 

LQ=é ( y , -  ̂ ( * 1- -d) j  (2.85)

ท่าการอนุพันธ์ LQ เทียบกับ 9

^  = _2Z  น - ^ . - ^ น - ^  (2'86)

ให้ สมการที่ 2.86 เท่ากับ 0 เราสามารถหาค่าทารามิเตอร์ 0 ไตัดงนี้

เท ่. -ท ่2 2> ,-> ง2
i > ' . น -  d )  ± y , น , - y , )

(2.87)

1=1 1=1
สำหรับวิธีค่าลังสองตํ่าสุดเทียมนี้นสามารถประมาณค่าพารามิเตอร์ d ตัวย 

>'1 =min(X(l),...,X(n)) เนื่องจากข้อมูลตัาสุคเปีนค่าที่ใกลัเคียงกับจุดตัดปลายที่สุค
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V Jคงน

3. การแจกแจงแบบพาเรโต้

เมื่อ X  มีการแจกแจงแบบพาเรโต้ (Pareto D istribution) ม ีงกชันความหนาแน่นเป็น

/ , w =  c* + x) 
0

ccAa
(<r+x) 5 X  > 0 

, มื่น ๆ
(2 .88)

เม่ือ a  เป็นหารามิเตอร์ค่าหนครูปร่าง (Shape Parameter) , a  > 0 และ A  เป็นพารา 
มิเตอร์f lาหนคฃนาค (Scale Parameter) 1 A  > 0 และ ม ีม ีงก ์ช ันการแจกแจงสะสมเป ็นต ังน ี้

F (x )  = 1" u + l )  (2'89)
กรณีข้อมูลที่ม ีการตัคปลายทางช้าย (Left-Truncated Data) เมื่อไม,ทราบชุดต้คปลาย

เป็นดังน ี้

พ  > X ,x>d (2.90)

โดยที่ พ  และ X  เป็นต้วแปรสุ่มที่ม ีค่ามากกว่า 0 และ d  หมายถึงพารามิเตอร์ที่เกด 

จากการตัดปลาย (Truncated Parameter) ความหนาแน่นจองการแจกแจงที่มูกตัดปลายทางช้ายเป็น 
ตังมี

/ „ ( * )  =
/ , ( * )  _ c j X  +  d Y

1 - พ )  { x + x f *
otA.d > 0 (2.91)

ฟ้งก์ช ันการแจกแจงสะสม ของการแจกแจงที่ม ูกตัดปลายทางช้ายเป็นตังนี้

พ ฯ ^ - ' -

( A + d '
A  +  X ,

(2.92)

3.1 วิธ ีโมเมนต์ต ัดแปลง

สำหรับวิธ ีโมเมนต์ต ัดแปลง!ราสามารถหาค่าประมาณไต้ต ังน ี ้
ค ่าหนดใต ้ m i คือโมเมนต์ที่ i

m l  =  ^ x ,  =  E { x )

ท  1 =1=1

« 2 = ± i > . 2n f=1=1
พ 1 )

(.A + d ) cE(I)f ^ ๘+lA + d  
a -  1 m l

e (z ' ) = |
(A + d ) a“'น ิ^^2"I'A + d ' {A + d f

a - 1  J ( a - l ) ( a -  2) ะะ: m 2

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)



ท่าการข้ายข้างสมการที่ 2.95 และ 2.96 เพ ื่อใ^ด ัสมการใหม่ท ี่ม ีค ่าเท ่าก ับ 0
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เป็นดังนี้

/ / ( 1 )  =  (ส ั + ๔ ) - ( / « I - ๔ )( « - l )  (2.97)

H  (2) =  2 d (A + ๔ ) (a - 1) + (ส ั + ๔ )2 -  ( m 2 -  d 1 )( a --  l ) (  a -  2 )  (2.98)

ในการประมาณค่าหารามิเตอร์ E(Yj)=y1l l f อ E(F(Y1))=F(y1) แต่'ในท่ีน้ีแราใช้ 

E(Yj)=y1ใพั >>1 = min(^(1),...,^โ(«)) ซ่ึงสามารถความหนาแน่นไต่'ดังนี้

ร0>1 ) = « / Cvi ) [! -  F ( y i  ) ] " 1 = " ÿ + y 'y Z n  (2 99)

เราสามารถหาค่าคาดหวังของ >>1ไดัดังนี้

E (n  พ ' " *  <2100)

ท่าการข้ายข้างเพื่อใ}ทดัสมการที่เท่ากับ 0

/ / ( 3 )  = ( n a - l ) ( > ’1- ๔ )  + (๔  + ส ั) (2.101)
จาก H(l) และ H(3) ท่าการข้ายข้างเพื่อใ}ทดัค่าประมาณพารามิเตอร์ X และ d 

ใน}ปของ a  ไดัค่าประมาณพารามิเตอร์ดังนี้

3  (  -1)' ” 1 (2.102)

i =  + ( g - l M  n g _ (ท0. .  1) ^  = d n a - ( n a ->1 (2.103)a{n + i)
แทนค่าประมาณพารามิเตอร์ X และ d ลงใน H(3) เพ ื่อใ}ทดัสมการใน}ป 

ของ a  ไต่,สมการใหม่เป็นดังน้ี

g  (a )  = 2 < î (a - 2 ) ( l  + ๔) + ( l  + ๔) + ( a - lX « - 2 ) (  d 1 -  m2) (2.104)

ท่าการอนุพันธ์เทียบกับ a  เพื่อใข้ไนวิธีการมิวดันราฟสันเป็นดังนี้

-  dd ( y , - m i)
(2.105)

~ da (« + l)ar2

- ÂL /«  - \
/ '  = —~ = «(๔ + ad ' ) - nyl

g '{a )~  -  ว{ ๔ (1+  ๔) + {a  2 ) ( ( l  + ๔)๔ ' + ๔ (๔ ' + 1 ') ) )

(2.106)

(2.107)
+2(1 + ๔)(๔ ' + 1 ')  + (๔2 -  m 2 ](2 a -3 )  + 2 ( a - i ) ( a - l ) d 2

เราสามารถหาค่าประมาณพารามิเตอร์ a  ไดัจากวิธีการของนิวตัน-ราฟสัน

ดังสมการต่อไปนี้
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a  Iเ•ท = a k
g ( a k )

g' (a k)ร

จากสมการช้างต้นเราสามารถหาค่าประมาณโดยการปาหนค a  0 เปีนค่าเริ่มต้น 

แต้วใช้กระบวนการๆ?า (Iteration Method) จนกระทั่งไต้ค่าพารามิเตอร์ a  ปาค่าประมาณ 

พารามิเตอร์ แทนค่าลงในสมการที่ 2.102 และ 2.103 ซึ่งจะไต้ค่าประมาณพารามิเตอร์ X  และ d

3.2 วิธีการประมาณต้วยภาวะน่าจะเป็นสูงสุด

ฟ้งก์ซ้นภาวะน่าจะเปีน (Likelihood Function) สำหรับการแจกแจงแบบพาเรโต้

เป็นตังนี้

£ = ท / . ( * . ) ป ° น  + ฬ ท ^ *

ln(L) = «ln(«)+  na)n(x + d ) - ( a +  l ) ^ l n ( l  + X.)
i=1

ปาการอนุพันธ ln(L) เทียบกับ X  และ a

H{l ) =  ^ ^ L) = -  + n ln ( l  + d)~  2 > u + x . )  (2.110)

H { 2 )  =  = 7  n a  V - ( a + 1 ) ^  . * (2.111)' âx {.x + d ) (x+x ,)

ปาการอนุพันธ์สมการที่ H(l) และ H(2) เทียบกับ X  และ a เพ่ือใช้ในวิธี 

นวตัน-ราฟสัน (Newton-Raphson Method) เพ่ือใช้ในการหาค่าประมาณพารามิเตอร์ X  และ a

(2 .112)

(2.108)

(2.109)

* « = ^ = 5

ป ี M < 2 )  ท  ^  1
da [x  + d ] ü  u + *  1)

£(1) = j g ( l )  = 1 ”  . - j r  1..., = A(  2)
dX ( x + d )  ï ï f  น + ฟ ่

.1.-. <#/( 2) -« a  / 1
= 7 7 ^  + ( a + l ) ? โT T ?^  (a + ๙) .=1 u +  * 1)

(2.113)

(2.114)

(2.115)

สำหรับวิธีการประมาณต้วยภาวะน่าจะเป็นสูงล(คนี้นสามารถประมาณค่า 

พารามิเตอร์ d ต้วย >’1 =min(X(l),...,X(n)) เนึ่องจากเป็นตัวที่มีค่าเช้าใกต้จุดตัดปลายมากที่สูค 

หาค่าประมาณพารามิเตอร์ X  และ a  โดยใช้วิธีการของนิวตัน-ราฟสัน (Newton -Raphson Method) 

สามารถหาค่าประมาณพารามิเตอร์ไต้ตังนี้



j พ อ I iMif'r» ท  P i l 1 * I M ใ n  fl น i  1ท -  

น '1 Î  ท / ม น ุ i 1 พ ๅ . 'i t  ไ.
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a k * i  I j a k

V̂ Jr+l J

did) did)
d a k  Ô X

di{2) di(2)

H k d r  

A  (2), (2.116)

9 a k  d X k

จากสมการต้างต้นเราสามารถหาค่าประมาณโดยการค่าหนค X 0 และ a 0 เป็นค่า 

เริ่มต้น แต้วใต้กระบวนการชัา (Iteration Method) จนกระทั่งไต้ค่าพารามิเตอร์ X  และ a

3.3 วิธีค่าลังสองตัานุคเทียม

ค่าหนดใต้สมการค่าลังสองของวิธีการค่าลังสองต่าลุคเทียมคือ

i G = Î U )]•' ))

โดยที่

^ ( * 1)=

(2.117)

(2.118)

(2.119)

kj ค ื๗ านวนต้อมูลที่มีค่าต้อยกว่าหรือเท่ากับ Xi

สำหรับวิธีค่าลังสองต่านุดนี้เป็นวิธีการหาตัวประมาณที่ท่าใต้ผลบวกค่าลังสอง 

ของผลต่างระหว่างค่า ๒([1-FnCxj)]-1) โดยที่ Fn(Xj) ฟ้งกัชั่นการแจกแจงของตัวอย่าง (Sample

Distribution Function) กับค่า ln([l-Fw(* i) ] '1) โดยที่ Fw(Xj) ทีงกัชันการแจกแจงของต้อมูลที่มี 

การตัดปลายทางซ้าย โดยใต้ อนุพันธ์เขา,ช่วย

K  ( * 1)=  1
x + d

X  +  x ,

(2 .120)

(2 .121)<1. ( [1 -  F .(x ,) ]--■ ) = ท1ทน+ * 1) - เทน+ a))
แทนค่าลงในสมการจะไต้

LQ = Z  น  -  « พ -*  + X, ) -  1ทน + ๔)))

ท่าการอนุพันธ LQ เทียบกับ X และ a

Hd) = ̂ =̂a'Y,{\n{X + xl)-\n{x + df) -  2  v ,(lnU  + x , ) - l iท(x + </))

H(2) = ๆ ?  = “ ’ i  (ta(-1+*1) - 1"( + ฟ ้) [ท ิ? ๆ  -  n T 5 ï | -  “ L  y. [ r j r r s  -  775ใ ^ r .-1 l ( ^ +x1) \ x  +  d ) \  i-1 I (a  + x, J y x  +  d )

(2 .122)

(2.123)

\

(2.124)
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สำการอนุพ ันธ์สมการที่ H ( l)  และ H(2) เทียบกับ OL,X เน ื่อใช้ใน  
วิธ ีน ิวต ัน-ราฟสัน (Newton-Raphson Method) เพี่อใช้ไนการหาค่าประมาณพารามิเตอร์ a,x

พ - ™  = ± ( * * + * 1) M * + 2 ) î

A  ( 2 )=  — ร ุ=  2 a Ÿ ( l n U  + X,)-1 ท น + ๔ ))f  7- - ) — 5 - 7 7 ! - 51) -  ÿ > ,  ( 7- ! - 1— T
'  ๆ น + *1) (Â T dJI £ ฯ น + * , )  [1 2 5 )

(2.125)

N

(2.126)

พ - ^ * ' - ฟ > ^ ) ( ^ - [ ^ ) -
(2.127)

B ( 2 )  =  ^ P - =  a 2-Si =  a  < y  ฟ ้! ,•=1

(

( 1 1 
' * + * 1- A + ๔

+ a | , [ [ Â 7 ^ " ( 7 2 5 )

- )  -  £  ( l n ( A + j . ) - l n ( , i + 5 ) ) -------î— 5- - ---- า —5 -ป ((̂ ? (a+5 )2 j
-ZT (2.128)
■ ฟ ้

สำหรับวิธ ีก ัาลังศองสำชุดเทียมนั้นสามารถประมาณค่าพารามิเตอร์ d  ตัวย

>>1=m in (X (l) ,... ,X (n )) เนื่องจากเปีนตัวทึ่มีค่าเช้าใกลัชุดตัดปลายมากที่ชุค หาค่าประมาณ 

พารามิเตอร์ X  และ a  โดยใช้ว ิธ ีการของมิวต ัน-ราฟสัน (Newton -Raphson Method) สามารถ 

หาค่าประมาณพารามิเตอร์ไตัตังนี้

(  â j( i)  cHQ) V
â a k â X

‘ Jt+1 ' O
y ^ k + i j  v^-ty

c H ( 2 )  Z U T )

( H k { \ Ÿ
(2.129)

จากสมการช้างตันเราสามารถหาค่าประมาณโดยการค่าหนค X 0 และ a 0 เปีนค่า 
เริ่มตัน แลัวใช้กระบวนการ'!?า ateration Method) จนกระทั่งไตัค่าพารามิเตอร์ X  และ OC
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