
C H A P T E R  I

I N T R O D U C T I O N  T O  T W O - D I M E N S I O N A L  S Y S T E M

I n t r o d u c t i o n  a n d  H i s t o r i c a l  R e v i e w

I n  a n  i d e a l  t w o - d i m e n s i o n a l  s y s t e m  a  m a g n e t i c  f i e l d  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  p l a n e  

o f  e l e c t r i c a l  c o n f i n e m e n t  l e a d s  t o  f u l l  q u a n t i z a t i o n  o f  t h e  e l e c t r o n  m o t i o n  ( 1 ) .  T h e  

e n e r g y  s p e c t r u m  c o n s i s t s  o f  s h a r p  L a n d a u  l e v e l s  s e p a r a t e d  b y  t h e  c y c l o t r o n  e n e r g y  f i £ l .  

I n  r e a l  s y s t e m  t h e  L a n d a u  l e v e l s  a r e  b r o a d e n e d  d u e  t o  s c a t t e r i n g  b y  i m p u r i t i e s ,  p h o n o n  

o r  o t h e r  s c a t t e r i n g  m e c h a n i s m s  ( 2 ) .  I n  t h e  s i m p l e s t  a p p r o x i m a t i o n  t h e  l e v e l s  a r e  

d e s c r i b e d  b y  a  l e v e l  w i d t h  r . I n  t h e  c a s e  o f  a  h i g h  m a g n e t i c  f i e l d ,  w h e r e  f i Q  »  r, 
r e a l  g a p s  a p p e a r  b e t w e e n  t h e  L a n d a u  l e v e l s .  T h i s  l e a d s  t o  a n  o s c i l l a t o r y  s t r u c t u r e  f o r  

p r a c t i c a l l y  a l l  p h y s i c a l  q u a n t i t i e s  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  m a g n e t i c  f i e l d .

E x a m p l e s  o f  r e a l  t w o - d i m e n s i o n a l  e l e c t r o n  s y s t e m s  ( 2 D E S )  a r e  e l e c t r o n s  

c o n f i n e d  t o  i n t e r f a c e s  i n  G a A s - G a A l A s  l a y e r e d  h e t e r o s t r u c t u r e s  a n d  e l e c t r o n s  a t  

s u r f a c e s  i n  S i  m e t a l - o x i d e  s e m i c o n d u c t o r  f i e l d  e f f e c t  t r a n s i s t o r s  ( M O S F E T S ) .  T h e  

m o s t  f u n d a m e n t a l  q u a n t i t y  u n d e r l y i n g  a l l  t h e  p h y s i c a l  p r o p e r t i e s  o f  t h e s e  s y s t e m s  i s  t h e  

f o r m  o f  t h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  ( D O S ) ,  n ( E ) .  E a r l i e s t  i n t e r e s t  w a s  i n  e l e c t r o n  t r a n s p o r t  

p r o p e r t i e s ,  t h e  i n t e g e r  q u a n t u m  H a l l  e f f e c t  ( 3 , 4 )  a n d  t h e  f r a c t i o n a l  q u a n t u m  H a l l  e f f e c t  

( 3 , 5 ) ,  a n d  i n  d i s t i n g u i s h i n g  l o c a l i z e d  f r o m  d e l o c a l i z e d  s t a t e s .  H o w e v e r ,  t r a n s p o r t  

m e a s u r e m e n t s  d o  n o t  r e a d i l y  o b s e r v e  t h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  a v a i l a b l e  t o  t h e  e l e c t r o n s .  

R e c e n t l y  s e v e r a l  e x p e r i m e n t s  ( 6 - 1 3 )  m e a s u r i n g  s i n g l e  e l e c t r o n  b e h a v i o u r  d e t e r m i n e  t h e  

d e n s i t y  o f  s t a t e s  d i r e c t l y .  T h e s e  f i n d  t h a t  t h e  L a n d a u  l e v e l s  a r e  s i g n i f i c a n t l y  b r o a d e n e d ,  

d u e  t o  d i s o r d e r  i n  t h e  s a m p l e ,  a n d  t h e r e  i s  a  s u b s t a n t i a l  d e n s i t y  o f  s t a t e s  l y i n g  b e t w e e n  

L a n d a u  l e v e l s  n o t  o b t a i n e d  i n  e x i s t i n g  c a l c u l a t i o n s  ( 2 , 1 4 , 1 5 ) .  A n  i m p o r t a n t  o u t s t a n d i n g
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p r o b l e m  ( 9 , 1 4 ) ,  i s  t o  i d e n t i f y  t h e  o r i g i n  o f  t h e  l a r g e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  b e t w e e n  L a n d a u  

l e v e l s  i n  a  d i r e c t  a n d  c o n s i s t e n t  m a n n e r .  I n d e e d  r e c e n t  e x p e r i m e n t s  o f  s p e c i f i c  h e a t  ( 6 -  

9 ) ,  c a p a c i t a n c e  ( 1 0 , 1 1 ) ,  m a g n e t i z a t i o n  ( 1 2 , 1 3 )  a n d  r a d i a t i v e  r e c o m b i n a t i o n  s p e c t r a  ( 1 6 ) ,  

o f  a  t w o - d i m e n s i o n a l  s y s t e m  s h o w  t h a t  L a n d a u  l e v e l s  h a v e  l a r g e  w i d t h s  a n d  a  l a r g e  

d e n s i t y  o f  s t a t e s  b e t w e e n  L a n d a u  l e v e l s  (  a p p r o x i m a t e l y  2 5 %  o f  t h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  o f  

a  f r e e  t w o - d i m e n s i o n a l  e l e c t r o n ,  n 0 ) .

B e g i n i n g  w i t h  t h e  p i o n e e r i n g  w o r k  o f  A n d o  a n d  U e m u r a  ( 2 ) ,  t h e r e  h a v e  b e e n  

s e v e r a l  c a l c u l a t i o n s  ( 2 , 1 4 )  o f  t h e  b r o a d e n i n g  o f  t h e  L a n d a u  l e v e l s  d u e  t o  d i s o r d e r .  

M o s t  u s e  a  p e r t u r b a t i v e  a p p r o a c h ,  t h e  s e l f  c o n s i s t e n t  B o r n  a p p r o x i m a t i o n .  T h i s  l e a d s  t o  

a  n a r r o w  d e n s i t y  o f  s t a t e s  c e n t e r e d  a t  e a c h  L a n d a u  l e v e l  w i t h  ท ( E )  =  0  b e t w e e n  L a n d a u  

l e v e l s .  A  n u m e r i c a l  s i m u l a t i o n  ( 1 5 )  e x h i b i t s  a  l a r g e  L a n d a u  l e v e l  w i d t h  a n d  a n  

a s y m m e t r i c  s h a p e  p r e s u m a b l y  d u e  t o  b o u n d  s t a t e s .  W e g n e r  ( 1 7 )  h a s  o b t a i n e d  t h e  

d e n s i t y  o f  s t a t e s  f o r  t h e  l o w e s t  L a n d a u  l e v e l  c e n t e r e d  a t  E 0  =  ( 1 / 2 )  f iQ ..  M o s t  t h e o r i e s  

c o n s i d e r  e l e c t r o n s  i n t e r a c t i n g  w i t h  d i s o r d e r  h a v i n g  a n  i n t e r a c t i o n  o f  z e r o  r a n g e .  

T y p i c a l l y  t h e y  u s e  t h e  w h i t e  n o i s e  m o d e l  i n  w h i c h  t h e  v a r i a n c e W ( r - r ' ) - < V (  r  ) V (  r ' )  >

-  <  V (  r  )  > 2  o f  t h e  f l u c t u a t i n g  p o t e n t i a l  V (  r  ) h a s  z e r o  c o r r e l a t i o n  l e n g t h ,  พ (  r  -  f ' )  =  

พ ( 0 ) 8 (  r  -  r  ' ) •  N o n e  o f  t h e s e  t h e o r i e s  p r e d i c t  a  s i g n i f i c a n t  d e n s i t y  o f  s t a t e s  l y i n g  

b e t w e e n  L a n d a u  l e v e l s .

T o  o v e r c o m e  t h i s  d e f e c t ,  G o r n i k  e t  a l .  ( 9 )  a d d e d  a  c o n s t a n t  d e n s i t y  o f  s t a t e s ,  

x n Q , t o  t h e  L a n d a u  l e v e l  v a l u e s  w i t h  X a d j u s t e d  t o  f i t  e x p e r i m e n t  ( x  =  0 . 2 5 ) .  S i m i l a r l y ,  

G u d m u n d s s o n  a n d  G e r h a r d t s  ( 1 4 )  h a v e  a d d e d  a d d i t i o n a l  d i s o r d e r ,  a t t r i b u t e d  t o  l o n g  

r a n g e  s a m p l e  i n h o m o g e n e i t y ,  t o  f u r t h e r  b r o a d e n  t h e  L a n d a u  l e v e l s .  H o w e v e r ,  t h e  

o r i g i n  o f  t h e  a d d i t i o n a l  i n h o m o g e n e i t y  a n d  w h y  i t  m u s t  b e  a d d e d  s e p a r a t e l y  i s  n o t  

e n t i r e l y  c l e a r  n o r  s a t i s f a c t o r y .
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W e  p r e s e n t  h e r e  a  s t r a i g h t f o r w a r d  e v a l u a t i o n  o f  t h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  i n  t h e  

p r e s e n c e  o f  d i s o r d e r  b y  u s i n g  t h e  F e y n m a n  p a t h  i n t e g r a l .  T h e  e s s e n t i a l  p o i n t  i s  t o  k e e p  

t h e  c o r r e l a t i o n  l e n g t h ,  L ,  o f  d i s o r d e r  f i n i t e  f r o m  t h e  o u t s e t .  T h e  w h i t e  n o i s e  m o d e l  i s  

t h e n  o b t a i n e d  b y  l e t t i n g  L  —  0 .  T h e  d e t a i l e d  e v a l u a t i o n  w i l l  b e  c o n t a i n e d  i n  c h a p t e r  I I I .

T w o - D i m e n s i o n a l  E l e c t r o n  S y s t e m  i n  a  S t r o n g  M a g n e t i c  F i e l d

T w o - d i m e n s i o n a l  e l e c t r o n  s y s t e m s  c a n  b e  r e a l i z e d  i n  s e v e r a l  c l a s s e s  o f  s y s t e m s .  

O n e  e x a m p l e  i s  t h e  e l e c t r o n s  t r a p p e d  o n  t h e  s u r f a c e  o f  l i q u i d  h e l i u m  b e l o w  4 . 2  K .  

S i n c e  w e  c a n  n o t  m a k e  t h e  c o n c e n t r a t i o n  o f  e l e c t r o n s  t o o  h i g h  i n  t h i s  s y s t e m ,  c h i e f l y  

b e c a u s e  t h e  l i q u i d  s u r f a c e  c a n  n o t  s u s t a i n  t o o  m a n y  e l e c t r o n s  p r e s s e d  t o  t h e  s u r f a c e  b y  

a n  e l e c t r i c  f i e l d ,  t h e  e l e c t r o n s  f o r m  a  c l a s s i c a l  g a s  w i t h  t h e  B o l t z m a n n  d i s t r i b u t i o n .  

T h e r e  a r e  t w o  c l a s s e s  o f  s y s t e m  i n  w h i c h  w e  c a n  m a k e  d e g e n e r a t e  t w o - d i m e n s i o n a l  

e l e c t r o n s  w i t h  e l e c t r o n s  o c c u p i e d  u p  t o  t h e  F e r m i  e n e r g y  E p :  m e t a l - o x i d e -  

s e m i c o n d u c t o r  ( M O S )  s p a c e  c h a r g e  l a y e r s  ( F i g .  1 )  a n d  s e m i c o n d u c t o r  h e t e r o j u n c t i o n s  

( F i g .  2 ) .

A  M O S  i n v e r s i o n  l a y e r  c o n s i s t s  o f  a  m e t a l l i c  l a y e r  a s  e l e c t r o d e ,  a n  o x i d e  l a y e r  

a s  a n  i n s u l a t o r  a n d  a  s e m i c o n d u c t o r  l a y e r .  T h e  m o s t  w i d e l y  u s e d  M O S  i n v e r s i o n  l a y e r  

i s  m a d e  f r o m  p - t y p e  s i l i c o n  w i t h  S i 0 2  a s  a n  i n s u l a t o r .  W h e n  w e  a p p l y  a  v o l t a g e  V g ,  

w h i c h  i s  c a l l e d  t h e  g a t e  v o l t a g e ,  a c r o s s  t h e  m e t a l  a n d  t h e  s e m i c o n d u c t o r ,  t h e  v a l e n c e  a n d  

c o n d u c t i o n  b a n d s  o f  t h e  s e m i c o n d u c t o r  a r e  b e n t  a s  i s  s h o w n  i n  F i g .  1 .

W h e n  t h e  b o t t o m  o f  t h e  c o n d u c t i o n  b a n d  i s  p u s h e d  d o w n  b e l o w  E p  n e a r  t h e  

i n t e r f a c e  o f  p - t y p e  S i  a n d  S i O o ,  e l e c t r o n s  a r e  a c c u m u l a t e d  a t  t h e  b o t t o m  o f  t h e  

c o n d u c t i o n  b a n d  t h e r e .  T h e  e l e c t r o n  s y s t e m  m a y  b e  r e g a r d e d  a s  t w o - d i m e n s i o n a l  ( 2 D ) ,  

s i n c e  t h e  e l e c t r o n s  a r e  c o n f i n e d  w i t h i n  t h e  i n t e r f a c e  r e g i o n  a n d  m o v e  r e l a t i v e l y  f r e e l y  

a l o n g  t h e  i n t e r f a c e .  T h i s  t y p e  o f  M O S  s y s t e m  i s  c a l l e d  a n  i n v e r s i o n  l a y e r ,  b e c a u s e  t h e
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P-Si

F i g . l  T w o - d i m e n s i o n a l  e l e c t r o n  s y s t e m  i n  t h e  m e t a l - o x i d e - s e m i c o n d u c t o r  

( M O S )  i n v e r s i o n  l a y e r .  T h e  ร  a n d  D  r e p r e s e n t  s o u r c e  a n d  d r a i n  

( u s u a l l y  n - t y p e  d o p e d  r e g i o n )  r e s p e c t i v e l y ,  V g  g a t e  v o l t a g e  a n d  E p  

F e r m i  e n e r g y .  B e n d i n g  in  v a l e n c e  a n d  c o n d u c t i o n  b a n d s  i s  d e p i c t e d  

t o g e t h e r  w i t h  w a v e  f u n c t i o n  \ | / ( z )  a n d  d e n s i t y  o f  s t a t e s  n ( E ) .

เ ฒ -----------------
ฒ
W w 1
^ TVA Al, Go 1. j1 As GqAs
m i1
m 1
w k — Si - doped—̂ J
พ/รkk 11

Electrode I !

GqAs

F i g . 2  T w o - D i m e n s i o n a l  e l e c t r o n  s y s t e m  i n  t h e  s e m i c o n d u c t o r  h e t e r o s t r u c t u r e .  

T h e  f i g u r e  d e p i c t s  t h e  c a s e  o f  s e l e c t i v e  d o p i n g  i n  A l G a A s .
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c a r r i e r  i n  t h i s  s a m p l e  i s  t h e  e l e c t r o n  w h i l e  t h e  b u l k  s e m i c o n d u c t o r  i s  p - t y p e .  T h e  

m o t i o n  o f  a n  e l e c t r o n  i n  t h i s  s i t u a t i o n  i s  d e s c r i b e d  b y  t h e  S c h r o d i n g e r  ' ร e q u a t i o n ,

H M ^ ( r )  =  E ¥ ( f ) ,  ( 1 . 1 )

w h e r e  H  =  p 2 / 2 m *  +  V (  z  )  , ( 1 . 2 )

a n d  m *  i s  t h e  e f f e c t i v e  m a s s  o f  t h e  c a r r i e r ,  z  i s  t h e  d i r e c t i o n  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  

i n t e r f a c e  a n d  V (  z  )  r e p r e s e n t s  t h e  b o t t o m  o f  t h e  c o n d u c t i o n  b a n d  a n d  a  S c h o t t k y  b a r r i e r  

o f  t h e  o x i d e  l a y e r .  I f  w e  i g n o r e  s c a t t e r e r s  o r  o t h e r  i m p e r f e c t i o n s  i n  t h e  s y s t e m ,  t h e  

m o t i o n  w i t h i n  t h e  x y - p l a n e  i s  f r e e  w i t h  t h e  w a v e  f u n c t i o n  g i v e n  b y

' F ( r )  oe e x p  [ i ( k x x  +  k  y y  )  ] f n ( z ) ,  ( 1 . 3 )

w h e r e  f  ท (  z  )  i s  t h e  w a v e f u n c t i o n  i n  a  p o t e n t i a l  w e l l  f o r m e d  b y  V (  z  )  w i t h  a  q u a n t u m  

n u m b e r  ท . F o r  t h e  b o u n d  s t a t e s  q u a n t i z e d  w i t h  V (  z  ) ,  f n (  z  )  h a s  d i s c r e t e  e n e r g y  l e v e l s

£ l  , £  2 , ................. S i n c e  t h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  f o r  f r e e  e l e c t r o n s  i n  2 D  s p a c e  i s  a  c o n s t a n t ,

t h e  t o t a l  d e n s i t y  o f  s t a t e s  c o m p r i s e s  a  s e r i e s  o f  s t e p  f u n c t i o n s  ( F i g .  3 ) .  W h e n  E p  <  £ 1  , 

t h e  e l e c t r o n s  b e h a v e  a s  a  p u r e l y  2 D  s y s t e m .  T h e  c u r r e n t  w i t h i n  t h e  2 D  s y s t e m  i s  d r i v e n  

b y  a  v o l t a g e  a p p l i e d  a c r o s s  t h e  t w o  e l e c t r o d e s  i n  F i g .  1 b y  ร  ( s o u r c e )  a n d  D  ( d r a i n ) .  

T h e  M O S  s y s t e m  i s  q u i t e  c o n v e n i e n t  i n  t h a t  t h e  c o n c e n t r a t i o n  ท o f  2 D  e l e c t r o n s  c a n  b e  

v a r i e d  i n  t h e  s a m e  s a m p l e  i n  a  r a n g e  a s  w i d e  a s  ท =ะ 0  - 1 0 13 c m  "2 b y  v a r y i n g  t h e  g a t e  

v o l t a g e ,  w h i c h  c h a n g e s  t h e  d e g r e e  o f  b e n d i n g  o f  t h e  c o n d u c t i o n  b a n d .  T h e  

c o n c e n t r a t i o n  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  V g  a p a r t  f r o m  a  s m a l l  t h r e s h o l d .

S i m i l a r  2 D  e l e c t r o n s  c a n  b e  r e a l i z e d  i n  s e m i c o n d u c t o r  h e t e r o s t r u c t u r e s  ( F i g . 2 ) ,  

i n  w h i c h  t w o  k i n d  o f  s e m i c o n d u c t o r s  a r e  p u t  t o g e t h e r .  T h e  m o s t  t y p i c a l  o n e  i s  t h e
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G a A s - A l  x G a i - x  A s  ( 0 <  X <  1 )  h e t e r o s t r u c t u r e .  T h e  l a t t i c e  c o n s t a n t  o f  G a A s  a n d  

A l x G a i - x  A s  a r e  a l m o s t  t h e  s a m e  ( t h e  d i f f e r e n c e  b e i n g  =  0 . 1  % ) ,  s o  t h a t  w h e n  o n e  

m a t e r i a l  i s  g r o w n  o n  t o p  o f  a n o t h e r  b y  m o l e c u l a r  b e a m  e p i t a x y ,  w e  h a v e  a  w e l l  d e f i n e d  

i n t e r f a c e  b e t w e e n  t h e  t w o  m a t e r i a l s  w i t h  l i t t l e  d i s o r d e r .  U n l i k e  M O S  s y s t e m ,  i t  i s  r a t h e r  

d i f f i c u l t  t o  a t t a c h  g a t e  e l e c t r o d e s  t o  h e t e r o s t r u c t u r e s ,  s o  t h a t  t h e  e l e c t r o n  c o n c e n t r a t i o n  

m a y  n o t  b e  v a r i e d  b y  V g .  T h u s  s e m i c o n d u c t o r  h e t e r o s t r u c t u r e s  a r e  c h a r a c t e r i z e d  b y  

s m a l l  d e g r e e  o f  r a n d o m n e s s ,  w h e r e a s  M O S  i n v e r s i o n  l a y e r s  h a v e  t h e  v i r t u e  o f  v a r i a b l e  

e l e c t r o n  c o n c e n t r a t i o n .

T h e  q u a n t u m  H a l l  e f f e c t  i s  a  d i r e c t  c o n s e q u e n c e  o f  t h e  L a n d a u  q u a n t i z a t i o n ,  t h e  

q u a n t u m  s t a t e s  i n  a  m a g n e t i c  f i e l d .  W e  f i r s t  c o n s i d e r  t h e  q u a n t u m  m o t i o n  o f  e l e c t r o n s  

i n  m a g n e t i c  f i e l d s .  L i k e  a  c l a s s i c a l  L a r m o r  m o t i o n ,  t h e  q u a n t u m  s t a t e  o f  a n  e l e c t r o n  i n  a  

m a g n e t i c  f i e l d  c o r r e s p o n d s  t o  a  r o t a t i o n  c a l l e d  c y c l o t r o n  m o t i o n .  A n  e a s y  w a y  t o  

r e p r e s e n t  t h i s  s t a t e  i s  t o  e x p r e s s  t h e  c o o r d i n a t e s  o f  a n  e l e c t r o n  a s

X =  X  +  £ 1 ; y  =  Y  + ๆ  , ( 1 . 4 )

w h e r e  ( X , Y )  i s  t h e  c o o r d i n a t e  o f  t h e  c e n t e r  o f  t h e  c y c l o t r o n  m o t i o n ,  w h i l e  (£3;T|) i s  t h e  

r e l a t i v e  c o o r d i n a t e  a r o u n d  t h e  c e n t e r .  T h e  H a m i l t o n i a n  o f  a  f r e e  e l e c t r o n  s y s t e m  i n  a  

m a g n e t i c  f i e l d  i s  g i v e n  b y

H o  =  ( l / 2 m * ) [  p  +  ( e / c ) A  ]  2  ( 1 . 5 )

w h e r e  p  i s  t h e  m o m e n t u m  o f  a n  e l e c t r o n  a n d  Â  i s  t h e  v e c t o r  p o t e n t i a l  w i t h  V x Â  =  Ë .  

O n e  c a n  v e r i f y  t h a t  (£3, 1ๅ )  r o t a t e s  w i t h  a n  a n g u l a r  f r e q u e n c y  e q u a l  t o  t h e  c y c l o t r o n  

f r e q u e n c y

Q e B / m * c . (1.6)
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N o t e  t h a t  ^  a n d  ๆ  a r e  s u b j e c t e d  t o  a n  u n c e r t a i n t y  o f  o r d e r  l  b e c a u s e  o f  t h e  c o m m u t a t i o n  

r e l a t i o n

& ๆ ]  =  - i / 2 , ( 1 . 7 )

w h e r e  l  i s  t h e  c y c l o t r o n  r a d i u s  g i v e n  b y

l  =  ( ๗ i / e B ) ! / 2 . ( 1 . 8 )

T h e  H a m i l t o n i a n  i s  i n  t u r n  w r i t t e n  in  t e r m s  o f  ( ^ ,ๆ )  a s

H o  =  ( f ; Q / 2 2 2 ) [ ^ 2 +  ๆ 2 ] ,  ( 1 . 9 )

s o  t h a t  t h e  e n e r g i e s  o f  t h e  H a m i l t o n i a n  a r e  q u a n t i z e d  i n t o  d i s c r e t e  L a n d a u  l e v e l s ,

E n  =  [ n  +  1 / 2  ] f £ l  (ท  =  0 , 1 , 2 . . . ) .  ( 1 . 1 0 )

T h e  k e y  a s p e c t  o f  t h i s  q u a n t i z a t i o n  i s  o b v i o u s l y  t h e  c o m p l e t e l y  d i s c r e t e  e n e r g y  

s p e c t r u m ,  w h i c h  i s  h a r d  t o  c o n c i e v e  i n  a  n o r m a l  b u l k  s y s t e m .  I f  w e  a p p l y  a  m a g n e t i c  

f i e l d  t o  a  3 D  s y s t e m ,  f o r  i n s t a n c e ,  a n  e l e c t r o n  c a n  m o v e  f r e e l y  a l o n g  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  

m a g n e t i c  f i e l d  w i t h  t h e  c o r r e s p o n d i n g  o r b i t  b e i n g  a  h e l i x .  T h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  o f  t h e  

3 D  q u a n t u m  s y s t e m ,  s h o w n  i n  F i g . 3 ,  c o m p r i s e s  a  s e r i e s  o f  c o n t i n o u s  b a n d  a r i s i n g  f r o m  

t h e  m o t i o n  a l o n g  t h e  m a g n e t i c  f i e l d ,  u n l i k e  t h e  2 D  c a s e .  I n  t h i s  s e n s e  t h e  L a n d a u  

q u a n t i z a t i o n  i s  p e r f e c t  i n  2 D .
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F i g . 3  D e n s i t y  o f  s t a t e s  f o r  t w o  a n d  t h r e e - d i m e n s i o n a l  e l e c t r o n  s y s t e m  i n  

m a g n e t i c  f i e l d .

F i g . 4  T h e  d e g e n e r a c y  ( t o t a l  n u m b e r  o f  s t a t e s )  i n  a  L a n d a u  l e v e l  in  a

t w o -  d i m e n s i o n a l  s y s t e m  i s  r o u g h l y  e q u a l  t o  t h e  n u m b e r  o f  c i r c l e s  

o f  r a d i u s  l  ( c y c l o t r o n  r a d i u s )  c o v e r i n g  t h e  s y s t e m .



9

F o r  e v e r y  L a n d a u  l e v e l  i n  a  2 D  s y s t e m ,  t h e  d e g e n e r a c y  ( n u m b e r  o f  s t a t e s  

b e l o n g i n g  t o  t h e  l e v e l )  i s  g i v e n  b y  ( F i g . 4 ) ,

N L  =  L 2 / ( 2 tc l  2 ) ,  ( 1 . 1 1 )

w h e r e  L  i s  t h e  l i n e a r  d i m e n s i o n  o f  t h e  s y s t e m .  T h i s  d e g e n e r a c y  c o m e s  f r o m  t h e  f a c t  t h a t  

a l l  c y c l o t r o n  m o t i o n s  w i t h  d i f f e r e n t  c e n t e r  c o o r d i n a t e s  h a v e  t h e  s a m e  e n e r g y .  N o t e  t h a t  

X  a n d  Y ,  t o o ,  h a v e  a n  u n c e r t a in t y  o f  o r d e r  l  b e c a u s e  o f  t h e  c o m m u t a t i o n  r e la t i o n ,

[ X , Y ]  =  น  2 . ( 1 . 1 2 )

B y  u s i n g  t h e  d e g e n e r a c y  c o n c e p t ,  w e  c a n  s p e c i f y  t h e  c o n c e n t r a t i o n  ท o f  e l e c t r o n s  b y  t h e  

L a n d a u  l e v e l  f i l l i n g  f a c t o r ,  w h i c h  i s  d e f i n e d  a s

น =  2 ; ๙ 2 ท .  ( 1 . 1 3 )

T h i s  d i m e n s i o n l e s s  q u a n t i t y  i n d i c a t e s  t h e  f i l l i n g  L a n d a u  l e v e l ,  e . g .  ■ ง =  3  m e a n s  

t h a t  t h e  l o w e s t  t h r e e  L a n d a u  l e v e l s  a r e  j u s t  f i l l e d .

S o  f a r ,  w e  h a v e  m e n t i o n e d  t h e  f r e e  s y s t e m .  I n  r e a l ,  s a y ,  s e m i c o n d u c t o r  

s y s t e m s ,  t h e r e  a l w a y s  e x i s t s  r a n d o m n e s s  a r i s i n g  f r o m  i m p u r i t i e s  a n d  t h e  r o u g h n e s s  o f  

t h e  s e m i c o n d u c t o r  i n t e r f a c e s .  I n  t h e  p r e s e n c e  o f  r a n d o m n e s s ,  t h e  H a m i l t o n i a n  i s  g i v e n  

b y

H H o  +  V ( f ) , ( 1 . 1 4 )
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w h e r e  V (  r  )  i s  t h e  r a n d o m  p o t e n t i a l .  N o w  t h e  s y s t e m  i s  d o m i n a t e d  b y  t h e  d y n a m i c s  o f  

t h e  c e n t e r  c o o r d i n a t e  ( X , Y )  o f  t h e  c y c l o t r o n  m o t i o n .  T h e  d e g e n e r a c y  o f  t h e  s t a t e s  w i t h  

d i f f e r e n t  ( X , Y )  in  a  L a n d a u  l e v e l  i s  n o w  l i f t e d .  T h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  i s  

n o  l o n g e r  a  s e r i e s  o f  s h a r p  l i n e s ,  e a c h  L a n d a u  l e v e l  b e c o m e s  a  b a n d  w i t h  w i d t h  r .  W e  

c a l l  t h i s  b a n d  a  L a n d a u  s u b - b a n d ,  t h e  n a t u r e  o f  t h e s e  s u b - b a n d s  d e p e n d s  q u i t e  s t r o n g ly  

o n  t h e  m o d e  o f  s p a t i a l  v a r i a t i o n  o f  t h e  r a n d o m  p o t e n t i a l .  A n d o  a n d  U e m u r a  ( 2 )  

a s s u m e d  t h a t  V (  r  )  v a r i e s  r a p i d l y  w i t h i n  a  l e n g t h  s c a l e  o f  c y c l o t r o n  r a d i u s  l . S u c h  a  

p o t e n t i a l  m a y  b e  c o n s t r u c t e d  a s

V ( r )  =  V o  £ 1ร  ( T - f  1) ,  ( 1 . 1 5 )

w h e r e  q  i s  t h e  p o s i t i o n  o f  t h e  i t h  s c a t t e r e r .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  m o t i o n  o f  t h e  e l e c t r o n  m a y  

b e  r e g a r d e d  a s  a  q u a n t u m  h o p p i n g  o f  t h e  c e n t e r  o f  t h e  c y c l o t r o n  m o t i o n  w i t h  t h e  

h o p p i n g  d i s t a n c e  =  l  f o r  e a c h  j u m p .  T h e  p o t e n t i a l  e q u a t i o n  ( 1 . 1 5 ) ,  i s  c h a r a c t e r i z e d  b y  

t h e  d i m e n s i o n l e s s  c o n c e n t r a t i o n  o f  s c a t t e r e r s ,

Cj =  2  7 ๙ 2 ท 1 , ( L 1 6 )

w h e r e  n i  i s  t h e  o r i g i n a l  c o n c e n t r a t i o n  o f  t h e  s c a t t e r e r s  a n d  Ci r e p r e s e n t s  t h e  a v e r a g e  

n u m b e r  o f  s c a t t e r e r s  w i t h i n  a  c i r c l e  o f  r a d iu s  l . T h e  e l e c t r o n i c  s t r u c t u r e  o f  t h e  s y s t e m  

d e p e n d s  s t r o n g l y  o n  C j . W h e n  Ci » l ( d e n s e  s c a t t e r e r s ) ,  t h e  d e s c r i p t i o n  o f  t h e  s y s t e m  

b y  t h e  s e l f - c o n s i s t e n t  B o r n  a p p r o x i m a t i o n  ( A n d o  a n d  U e m u r a  1 9 7 4 )  b e c o m e s  

a p p l i c a b l e  ( F i g . 5 ) .  I n  t h i s  c a s e ,  t h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  f o r  e a c h  L a n d a u  s u b - b a n d  i s  s e m i -  

e l l i p t i c  w i t h  a  w i d t h  g i v e n  b y

r 2 c ;  ( V 0 / 2 ^ 2 ) . ( 1 . 1 7 )
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F i g . 5  D e n s i t y  o f  s t a t e s  ( s e m i - e l l i p t i c )  f o r  t h e  d i s o r d e r e d  t w o -

d i m e n s i o n a l  e l e c t r o n  s y s t e m  in  a  s t r o n g  m a g n e t i c  f i e l d  i n  t h e  s e l f -  

c o n s i s t e n t  B o m  a p p r o x i m a t i o n  ( S C B A ) .

T h e  Q u a n t u m  H a l l  E f f e c t

I n  1 9 8 0  v o n  K l i t z i n g ,  D o r a  a n d  P e p p e r  ( 1 8 )  f o u n d  q u i t e  a  r e m a r k a b l e  

p h e n o m e n o n  f o r  2 D  e l e c t r o n s  i n  S i  M O S  i n v e r s i o n  l a y e r s .  F i g . 6  s h o w s  a  t y p i c a l  

r e s u l t .  I n  t h i s  f i g u r e  w e  s h o w  t h e  d i a g o n a l  r e s i s t a n c e  R x x  a n d  t h e  H a l l  r e s i s t a n c e  R Xy  

a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  g a t e  v o l t a g e  V g  («ะ e l e c t r o n  c o n c e n t r a t i o n )  i n  a  S i  ( 1 0 0 )  M O S  

i n v e r s i o n  l a y e r  in  a  m a g n e t i c  f i e l d  B  =  1 9 T .

I t  i s  r e m a r k a b l e  t h a t  t h e  r e s i s t a n c e  R x x  v a n i s h e s  in  r e g i o n s  o f  f i n i t e  w i d t h  o f  V g  

b e t w e e n  a d j a c e n t  L a n d a u  s u b - b a n d s .  I f  w e  tu r n  t o  t h e  R Xy ,  t h e  H a l l  r e s i s t a n c e  t a k e s  a  

c o n s t a n t  v a l u e  o v e r  t h e  r e g i o n  i n  w h i c h  R x x  = 0 .  T h i s  p h e n o m e n o n  h a s  a l r e a d y  b e e n  

o b s e r v e d  b y  K a w a j i  a n d  พ a k a b a y a s h i  ( 1 9 ) .  T h e  r e g i o n  w h e r e  R x x  =  0  a n d  R Xy  =  

c o n s t a n t  i s  c a l l e d  a  p l a t e a u .  W h a t  v o n  K l i t z i n g  e t  a l .  f o u n d  i s  t h a t  t h e  v a l u e  o f  R Xy  in
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Landau level filling

F i g . 6  E x p e r i m e n t a l  r e s u l t  f o r  t h e  q u a n t u m  H a l l  e f f e c t  in  a  S i ( 1 0 0 )  M O S  

i n v e r s i o n  l a y e r  in  a  m a g n e t i c  f i e l d  o f  B  =  1 9 T  a t  T  =  1 .5 K .  T h e  

d i a g o n a l  r e s i s t a n c e  R x x  a n d  H a l l  r e s i s t a n c e  R Xy  a r e  s h o w n  a s  a  f u n c t i o n  

o f  g a t e  v o l t a g e  V g ,  w h i c h  i s  p r o p o r t io n a l  t o  t h e  e l e c t r o n  c o n c e n t r a t i o n .  

T h e  o s c i l l a t i o n  in  R x x  i s  l a b e l l e d  b y  t h e  L a n d a u  i n d e x  N ,  s p i n  ( น )  a n d  

v a l l e y  ( ± ) .  T h e  u p p e r  s c a l e  i n d i c a t e s  t h e  L a n d a u  f i l l i n g  f a c t o r  2 7 ๙ 2 ท.

T h e  i n s e t  s h o w s  a  d e t a i l  o f  t h e  p l a t e a u  b e t w e e n  N  =  0  a n d  N  =  1 L a n d a u

l e v e l s .
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a n y  p l a t e a u  q u a n t i z e d  i n t o  a  u n i v e r s a l  q u a n t i t y  w i t h  a n  a s t o n i s h i n g  a c c u r a c y .  F o r  a  

p l a t e a u  b e t w e e n  N t h  a n d  ( N + l ) t h  l e v e l ,  t h e  H a l l  r e s i s t a n c e  i s  g i v e n  b y

R Xy  =  h / N e 2  ( N  i n t e g e r ) ,  ( 1 . 1 8 )

w h e r e  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o n l y  c o n t a i n s  p h y s i c a l  c o n s t a n t s .  T h i s  i s  t h e  q u a n t u m  H a l l  

e f f e c t .  T h e  e x p e r i m e n t a l  a c c u r a c y  f o r  t h e  a b o v e  f o r m u l a  i s  o f  t h e  o r d e r  1 P P M  ( =  1 0 ~ 6 ) 

w h i c h  i s  s u b s e q u e n t l y  r e d u c e d  t o  a s  s m a l l  a s  0 .1  P P M  ( 2 0 ) .  I n  o t h e r  w o r d s ,  a  p l a t e a u  

i s  f l a t  w i t h i n  t h i s  a c c u r a c y ,  a n d  t h e  v a l u e  o f  a  p l a t e a u  i t s e l f  i s  g i v e n  b y  ( 1 . 1 8 )  w i t h i n  t h is  

a c c u r a c y  f o r  a n y  s a m p l e  o f  S i  M O S  i n v e r s i o n  l a y e r ,  o r ,  in  l a t e r  e x p e r i m e n t s ,  f o r  a n y  

s a m p l e  o f  G a A s - A l G a A s  h e t e r o s t r u c t u r e s .

E x p l a n a t i o n  o f  t h e  Q u a n t u m  H a l l  E f f e c t  ( 2 1 )

T h e  m a i n  f e a t u r e s  o f  q u a n t u m  H a l l  e f f e c t  w h i c h  r e q u i r e  a  p h y s i c a l  

u n d e r s t a n d i n g  a r e  t h e  e x i s t e n c e  o f  t h e  H a l l  p l a t e a u  a n d  t h e  d i s s i p a t i o n l e s s  c u r r e n t  f l o w  

in  t h e  r e g i o n  o f  a  H a l l  p l a t e a u  ( R x x = 0 ) .

A  s i m p l e  e x p l a n a t i o n  i s  a s  f o l l o w s .  A s  m e n t i o n e d  a b o v e  t h e  e l e c t r o n s  s u b j e c t e d  

t o  a  h i g h  m a g n e t i c  f i e l d  p e r p e n d i c u l a r  t o  t h e  p l a n e  o f  t h e  s y s t e m  o c c u p y  d i s c r e t e  e n e r g y  

l e v e l s  c a l l e d  L a n d a u  l e v e l s .  E a c h  L a n d a u  l e v e l  i s  h i g h l y  d e g e n e r a t e .  T h e  n u m b e r  o f  

e l e c t r o n s  p e r  u n i t  a r e a  in  a  L a n d a u  l e v e l  ( i g n o r i n g  s p i n  f o r  s i m p l i c i t y )  i s  e B / h  . I n  a  

s i t u a t i o n  w h e n  i  L a n d a u  l e v e l s  a r e  c o m p l e t e l y  f u l l ,  t h e  c a r r ie r  d e n s i t y  ท i s  g i v e n  b y

ท i e B / h  . ( 1 . 1 9 )
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T h e  H a l l  r e s i s t i v i t y  i s  r e l a t e d  t o  t h e  L o r e n t z  f o r c e  a c t i n g  o n  t h e  e l e c t r o n s  d r i f t i n g  i n  t h e  

a p p l i e d  m a g n e t i c  a n d  e l e c t r i c  f i e l d s .  I t  i s  g i v e n  b y

R h  =  B / n e .  ( 1 . 2 0 )

E q .  ( 1 . 1 9 )  a n d  ( 1 . 2 0 )  g i v e  t h e  q u a n t u m  H a l l  c o n d i t i o n  in  E q .  ( 1 . 1 8 ) .  T h e  q u a n t u m  H a l l  

e f f e c t  i s  o b s e r v e d  w h e n  t h e  t h e r m a l  e n e r g y  k T  i s  v e r y  s m a l l  c o m p a r e d  t o  t h e  m a g n e t i c  

e n e r g y  H Q  s o  t h a t  t h e  e x c i t a t i o n  o f  e l e c t r o n s  f r o m  t i l e  l a s t  f u l l  L a n d a u  l e v e l  i  t o  t h e  n e x t  

h i g h e r  L a n d a u  l e v e l  c a n  b e  n e g l e c t e d .  T o  s a t i s f y  t h i s  c o n d i t i o n  o n e  n e e d s  l o w  

t e m p e r a t u r e s  a n d  h i g h  m a g n e t i c  f i e l d s  t o  o b s e r v e  t h e  q u a n t u m  H a l l  e f f e c t .  I n  G a A s  

h e t e r o j u n c t i o n s  t h i s  c o n d i t i o n  c a n  b e  s a t i s f i e d  a t  r e l a t i v e l y  l o w e r  m a g n e t i c  f i e l d  o r  

h i g h e r  t e m p e r a t u r e  b e c a u s e  o f  t h e  s m a l l e r  e f f e c t i v e  m a s s  o f  c a r r i e r s  a n d  h e n c e  a  la r g e r  

m a g n e t i c  e n e r g y  a s  c o m p a r e d  t o  t h e  S i - M O S .

T h e  a b o v e  e x p l a n a t i o n  d o e s  n o t  h o l d  i n  r e a l i t y  h o w e v e r .  T h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  i 

L a n d a u  l e v e l s  w i l l  b e  f o u n d  c o m p l e t e l y  f u l l  in  a  r e a l  p h y s i c a l  s y s t e m  i s  z e r o  b e c a u s e  t h e  

c a r r i e r  d e n s i t y  i s  s p e c i f i e d .  A s  s o o n  a s  a n  e x t r a  e l e c t r o n  i s  a d d e d  t o  t h e  2 D  s y s t e m  w i t h  

i  L a n d a u  l e v e l s  c o m p l e t e l y  f u l l ,  t h e  e x t r a  e l e c t r o n  f i l l s  t h e  ( i + l ) t h  L a n d a u  l e v e l  a n d  t h e  

F e r m i  e n e r g y  j u m p s  d i s c o n t i n o u s l y .  W h a t  i s  r e q u i r e d  t h e n  i s  a  r e s e r v i o r  o f  e l e c t r o n s  

w h i c h  w o u l d  k e e p  i  L a n d a u  l e v e l s  c o m p l e t e l y  f u l l  b y  t r a n s f e r i n g  e l e c t r o n s  t o  a n d  f r o m  

t h e  2 D  s y s t e m  w h e n  t h e  e l e c t r o n  d e n s i t y  i s  v a r i e d  o v e r  a  l i m i t e d  r a n g e .

T h e  a b o v e  e x p l a n a t i o n  i g n o r e s  a n y  i m p u r i t i e s  p r e s e n t  i n  t h e  s y s t e m .  T h e  

p r e s e n c e  o f  i m p u r i t i e s  c a n  e x p l a i n  t h e  e x i s t e n c e  o f  a  d i s s i p a t i o n l e s s  c u r r e n t  f l o w  

( v a n i s h i n g  o f  l i n e a r  r e s i s t a n c e )  in  t h e  r e g i o n  o f  H a l l  p l a t e a u s .  T h e  i m p u r i t i e s  b r o a d e n  

e a c h  L a n d a u  l e v e l  i n t o  a n  e n e r g y  b a n d  o f  f i n i t e  w i d t h .  I t  i s  e x p e c t e d  t h a t  s t a t e s  n e a r  t h e
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E nergy

ÏÏS I

Density of states

Y/77À Extended States
เร^ States filled with 

electrons

F i g . 7  A  s c h e m a t i c  d i a g r a m  s h o w i n g  L a n d a u  l e v e l s  b r o a d e n e d  i n t o  b a n d s  b y  

i m p u r i t i e s .  O n l y  t h e  s t a t e s  n e a r  t h e  c e n t e r  o f  t h e  b a n d s  a r e  e x t e n d e d  

s t a t e s .  T h e  F e r m i  l e v e l  i s  s h o w n  t o  l i e  in  t h e  m o b i l i t y  g a p  b e t w e e n  t w o  

L a n d a u  l e v e l s .

c e n t e r  o f  s u c h  a  b a n d  w i l l  b e  d e l o c a l i z e d  ( e x t e n d e d  i n  s p a c e )  w h e r e a s  a  s t r o n g  e n o u g h  

i m p u r i t y  p o t e n t i a l  w i l l  c a u s e  t h e  a p p e a r a n c e  o f  l o c a l i z e d  s t a t e s  i n  t h e  g a p  b e t w e e n  t h e  

L a n d a u  l e v e l s  ( F i g .  7 ) .  O n l y  t h e  d e l o c a l i z e d  s t a t e s  t a k e  p a r t  in  t r a n s p o r t  p r o c e s s e s  a n d  

c a n  c a r r y  c u r r e n t  f o r  e x a m p l e .  In  t h e  p r e s e n c e  o f  l o c a l i z e d  s t a t e s  t h e  F e r m i  l e v e l  

r e m a i n s  p i n n e d  in  t h e  g a p  b e t w e e n  t w o  L a n d a u  l e v e l s  f o r  f i n i t e  r a n g e  o f  ท ( o r  B ) .  T h e  

i m p u r i t y  l e v e l s  a c t  a s  t h e  r e s e r v o i r  w h i c h  k e e p s  i  L a n d a u  l e v e l s  c o m p l e t e l y  f u l l  b y  

t r a n s f e r i n g  e l e c t r o n s  t o  a n d  f r o m  t h e  2 D  s y s t e m  o f  t h e  e x t e n d e d  s t a t e s  ( c u r r e n t  c a r r y i n g  

s t a t e s )  w h e n  t h e  e l e c t r o n  d e n s i t y  i s  v a r i e d  o v e r  a  l i m i t e d  r a n g e .  T h u s  t h e  d e n s i t y  o f  

d e l o c a l i z e d  s t a t e s  a t  t h e  F e r m i  l e v e l  n ( E p )  r e m a i n s  z e r o  f o r  t h i s  r a n g e  o f  ท ( o r  B ) .  T h e

010700
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s c a t t e r i n g  o f  e l e c t r o n s  ( w h i c h  i s  r e s p o n s i b l e  f o r  e l e c t r i c a l  r e s i s t a n c e )  i s  p r o p o r t i o n a l  t o  

ท ( E p ) .  H e n c e ,  w h e n e v e r  t h e  F e r m i  l e v e l  i s  p i n n e d  in  a  g a p  ( a l s o  c a l l e d  a  m o b i l i t y  g a p  

b e c a u s e  o f  t h e  a b s e n c e  o f  c u r r e n t  c a r r y i n g  e x t e n d e d  s t a t e s  n e a r  t h e  F e r m i  l e v e l ) ,  t h e  

d i a g o n a l  c o m p o n e n t  o f  t h e  r e s i s t i v i t y  v a n i s h e s  a n d  t h e  t r a n s p o r t  p r o p e r t i e s  r e m a i n  

c o n s t a n t  e x p l a i n i n g  t h e  p r e s e n c e  o f  a  H a l l  p l a t e a u .

D i r e c t  M e a s u r e m e n t  o f  t h e  D e n s i t y  o f  S t a t e s  o f  a  T w o - D i m e n s i o n a l  E l e c t r o n  G a s

I n  s u m m a r y ,  f r o m  t h e  e x p l a n a t i o n  o f  t h e  q u a n t u m  H a l l  e f f e c t ,  t h e  r e g i o n  

b e t w e e n  t h e  L a n d a u  l e v e l s  h a s  a  f i n i t e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  b u t  t h e s e  s t a t e s  c a n n o t  t a k e  p a r t  

in  t h e  t r a n s p o r t  b e c a u s e  t h e y  a r e  l o c a l i z e d ,  n o n - c u r r e n t - c a r r y i n g  s t a t e s .  R e c e n t l y ,  t h e  

e x p e c t a t i o n  o f  n o n  z e r o  d e n s i t y  o f  s t a t e s  b e t w e e n  L a n d a u  l e v e l s  w a s  c o n f i r m e d  b y  

e x p e r i m e n t s  o f  s p e c i f i c  h e a t  ( 6 - 9 ) ,  c a p a c i t a n c e  ( 1 0 , 1 1 )  a n d  m a g n e t i z a t i o n  ( 1 2 , 1 3 )  o f  a  

t w o - d i m e n s i o n a l  e l e c t r o n  g a s .  H o w e v e r ,  m o s t  o f  t h e s e  e x p e r i m e n t s  d e a l  w i t h  t h e  

d e n s i t y  o f  s t a t e s  d n / d E p  m e a s u r e d  o n  t h e  F e r m i  s u r f a c e ,  a l s o  c a l l e d  t h e  t h e r m o d y n a m i c  

d e n s i t y  o f  s t a t e s  a n d  i t  i s  d i f f e r e n t  f r o m  ท ( E ) .  R e c e n t l y ,  K u k u s h k i n  a n d  T i m o f e e v ( 1 6 )  

p r o p o s e d  t o  d e t e r m i n e  t h e  d e n s i t y  o f  2 D  e l e c t r o n  s t a t e s  in  a  t r a n s v e r s e  m a g n e t i c  f i e l d  b y  

a  d i r e c t  m e t h o d  b a s e d  o n  m e a s u r e m e n t s  o f  t h e  l u m i n e s c e n c e  s p e c t r a  c o n n e c t e d  w i t h  

r a d i a t i v e  r e c o m b i n a t i o n  o f  2 D  e l e c t r o n s  w i t h  n o n e q u i l i b r i u m  p h o t o e x c i t e d  h o l e s  in  t h e  

S i ( 1 0 0 )  M O S  s t r u c t u r e .  I n  t h i s  m e t h o d  t h e y  m e a s u r e d  t h e  e n e r g y  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  

i n t e n s i t y  o f  r a d ia t i o n  s p e c t r a  1 (E )  ( 1 ( E )  <* ท ( E ) )  a t  a  f i x e d  f i l l i n g  o f  t h e  L a n d a u  l e v e l s  b y  

e l e c t r o n s .  T h e  e x p e r i m e n t a l  r e s u l t  i s  s h o w n  in  F i g . 8 .

F r o m  F i g . 8 ,  i t  i s  s h o w n  t h a t  t h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  b e t w e e n  L a n d a u  l e v e l s  i s  n o t  

v a n i s h i n g l y  s m a l l  a n d  t h e  w i d t h  r  d e p e n d s  o n  b o t h  t h e  f i l l i n g  f a c t o r  ■ น a n d  t h e  L a n d a u  

i n d e x  N .  T h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  o f  o u r  m o d e l  a n d  t h e  c o m p a r i s o n  w i t h  

t h e  d i r e c t  m e a s u r e m e n t  o f  K u k u s h k i n  a n d  T i m o f e e v  w i l l  b e  c o n t a i n e d  in  c h a p t e r  I I I .
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F i g . 8  2 D - e l e c t r o n  r a d ia t i v e  r e c o m b i n a t i o n  s p e c t r a  o b t a i n e d  a t  B  =  7 T ,

T = 1 . 6 K  a t  d i f f e r e n t  f i l l i n g s  o f  t h e  L a n d a u  l e v e l s  (■ ง).

T h e o r e t i c a l  M o d e l s  o f  t h e  D e n s i t y  o f  S t a t e s  o f  a  T w o - D i m e n s i o n a l  E l e c t r o n  G a s  ( 3 )

A s  w e  h a v e  m e n t i o n e d  in  t h e  i n t r o d u c t i o n  o f  t h i s  c h a p t e r ,  t h e r e  h a v e  b e e n  

s e v e r a l  c a l c u l a t i o n s  o f  t h e  b r o a d e n i n g  o f  t h e  L a n d a u  l e v e l s  d u e  t o  d i s o r d e r .  A m o n g  

t h e m  t h e  s o  c a l l e d  s e l f - c o n s i s t e n t - B o m  a p p r o x i m a t i o n  ( S C B A )  i s  k n o w n  t o  b e  m o s t  

e s t a b l i s h e d  a n d  t h e  s i m p l e s t  o n e  f r e e  f r o m  v a r i o u s  d i f f i c u l t i e s  o f  d i v e r g e n c e  c a u s e d  b y  

t h e  s i n g u l a r  n a t u r e  o f  t h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s .  I n  t h e  S C B A ,  e f f e c t s  o f  s c a t t e r i n g  f r o m  

e a c h  s c a t t e r e r  a r e  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  i n  t h e  l o w e s t  B o r n  a p p r o x i m a t i o n ,  w h i l e  t h o s e  o f  

t h e  l e v e l  b r o a d e n i n g  a r e  c o n s i d e r e d  in  a  s e l f - c o n s i s t e n t  w a y  w i t h i n  t h e  f r a m e  w o r k  o f  

t h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  f o r m a l i s m .  S o  t h a t  in  t h i s  s e c t i o n  w e  f i r s t  b r i e f l y  r e v i e w  t h e  t h e o r y
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a n d  s u m m a r i s e  t h e  c h a r a c t e r i s t i c  r e s u l t s .  A c c o r d i n g  t o  A n d o  e t  a l . ’s  i d e a s ( 2 ) ,  t h e  

H a m i l t o n i a n  i s  g i v e n  b y

H H o  +  H i ,  ( 1 . 2 1 )

w i t h  H o  = ( l / 2 m ) [ p 2  +  e A / c ] 2 ,  ( 1 . 2 2 )

H i  = Z  z พ ^ ( โ -  f i ,  z i ) ,  ( 1 . 2 3 )

w h e r e  V*1 (โ -  i ^ z j )  i s  t h e  e f f e c t i v e  t w o - d i m e n s i o n a l  p o t e n t i a l  o f  t h e  | i t h  k i n d  o f  s c a t t e r e r  

l o c a t e d  a t  ( r j ,  Z i) .  B y  c h o o s i n g  t h e  s y m m e t r i c  g a u g e  Â  =  ( - B y / 2 ,  B x / 2 ) ,  a n  e i g e n  

f u n c t i o n  o f  H o  i s  g i v e n  b y

=  ( l / V L ) e x p  [ เ ^ - ^ -  ] X N ( x - X ) ,  ( 1 . 2 4 )

w i t h  XN ( x ) =  ( 2 N N !  y jn  l ) ' ^ e x p [ -  ^ - ] H N ( x / / ) ,  ( 1 . 2 5 )

w h e r e  H N ( y )  i s  H e r m i t e '  ร p o l y n o m i a l  a n d  l 2  i s  t h e  a r e a  o f  t h e  s y s t e m .  T h e  

H a m i l t o n i a n  i s  r e w r i t t e n  a s

H o  = Z E N a NXa N X , ( 1 - 2 6 )

H ,  = Z  Z  Z  Z  ( N X I  V ( r  - r i ,  z i )  I w é )  a N x  ( 1 - 2 7 )
i Z1 NX w'x

w h e r e  a+N x  a n d  a N x  a r e  t h e  c r e a t i o n  a n d  d e s t r u c t i o n  o p e r a t o r s ,  r e s p e c t i v e l y .  T h e  

G r e e n ' s  f u n c t i o n  c a n  b e  w r i t t e n  a s

G N( E ) 6 N N ,ô x x ' =  <  (ri I a N x ( E ' H ) _1 a N x  I 0 )  >> (1.28)
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w h e r e  1 0 )  r e p r e s e n t s  t h e  v a c c u u m  s t a t e  a n d  < ....... >  m e a n s  a n  a v e r a g e  o v e r  a l l

c o n f i g u r a t i o n s  o f  s c a t t e r e r s .  T h e  G r e e n ' s  f u n c t i o n  i s  d i a g o n a l  w i t h  r e s p e c t  t o  t h e  

L a n d a u  l e v e l  i n d e x  N  a n d  c e n t e r  c o o r d i n a t e  X  a n d  i n d e p e n d e n t  o f  X .  T h e  d e n s i t y  o f  

s t a t e s  i s  g i v e n  b y

ท ( E )  =  - ( l / j t ) Z  I m  G n ( E  +  iO)
NX

=  -Cl/rc) — 7 9 - I l m G N ( E + iO ) .  ( 1 . 2 9 )l u i

T h e  G r e e n '  ร f u n c t i o n  i s  c a l c u l a t e d  p e r t u r b a t io n a l ly ,  u s i n g  i t e r a t i v e l y

( E -H ) -1  =  ( E - H o ) - I  +  ( E - H o m  ( E - H ) - I ,  ( 1 . 3 0 )

a n d  i s  u s u a l l y  w r i t t e n  in  t e r m s  o f  t h e  s e l f - e n e r g y  £ n ( E )  a s

G n ( E )  =  G n ( E )  +  c f N ( E ) Z N ( E )  G n ( E ) ,  ( 1 . 3 1 )

w i t h  G n ( E )  =  ( E - E N ) ' l .  I n  s u f f i c i e n t l y  a  s t r o n g  m a g n e t i c  f i e l d  o n e  c a n  n e g l e c t  

c o u p l i n g s  b e t w e e n  d i f f e r e n t  L a n d a u  l e v e l s  . W h e n  E  E N , o n e  g e t s

I n(E) =  ( 1 / 4 ) T n G n ( E ) ,  ( 1 . 3 2 )

w i t h  r N  =  4 ( 2 7 ๙ 2 )  E  j  d z  N i ( z ) Z  [ ( N m  I V  ( z )  I N m )  ] 2 ,  ( 1 . 3 3 )/* r>t

a n d  N i  ( z )  i s  t h e  d e n s i t y  o f  s c a t t e r e r s  o f  t h e  p t h  k i n d .  T h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  b e c o m e s  

- K -  Z [ l - ( ^ | M - ) 2 ] l / 2 .
27๙“ N v r N J Jท ( E ) ( 1 . 3 4 )
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T h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  f o r  e a c h  L a n d a u  l e v e l  h a s  a  s e m i e l l i p t i c  f o r m  w i t h  t h e  w i d t h  r N .

T h e  n a t u r e  o f  l e v e l  b r o a d e n i n g  r N  d e p e n d s  s t r o n g l y  o n  t h e  r a n g e  o f  s c a t t e r i n g  

p o t e n t i a l s .  I n  t h e  c a s e  o f  s h o r t  r a n g e  s c a t t e r e r s ,  o n e  c a n  r e p l a c e  v * ( r ,z )  b y  v 0 5 ( r )  a n d  

g e t  a  c o n s t a n t  w i d t h  r N = r  a s  i n  E q .  ( 1 . 1 7 ) ,  t h e  l e v e l  b r o a d e n i n g  i s  e s s e n t i a l l y  

i n d e p e n d e n t  o f  t h e  L a n d a u  l e v e l  a s  s h o w n  in  F i g .  5 .  I n  t h e  c a s e  o f  l o n g  r a n g e  

s c a t t e r e r s ,  o n  t h e  o t h e r  h a n d ,  o n e  g e t s

r N  ^  4  I  J d z  N i  ( z ) J  d r  [ v * ( r ,z ) ] 2

=  4  < (  V ( r )  -  < V ( r ) > > 2  > ,  ( 1 . 3 5 )

w h e r e  V ( r )  i s  t h e  l o c a l  p o t e n t i a l  e n e r g y  d u e  t o  s c a t t e r e r s  a n d  < . . . . >  m e a n s  t h e  a v e r a g e  

o v e r  t h e i r  c o n f i g u r a t i o n s .  T h e  l e v e l  w i d t h  i s  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  L a n d a u  l e v e l  a n d  i s  

e x p r e s s e d  b y  t h e  f l u c t u a t i o n  o f  t h e  l o c a l  p o t e n t i a l  e n e r g y .

I n  o r d e r  t o  s e e  e x p l i c i t l y  t h e  r a n g e  d e p e n d e n c e  o f  t h e  l e v e l  w i d t h ,  t a k e  f o r  

i n s t a n c e  s c a t t e r e r s  w i t h  t h e  G a u s s i a n  p o t e n t i a l  v ^ r ,  z )  =  e x p [ - ( r / L ) 2 ] ,  w h i c h

a p p r o a c h e s  t o  a  5 - p o t e n t i a l  a s  t h e  r a n g e  L  g o e s  t o  z e r o .  A f t e r  a  l i t t l e  m a n i p u l a t i o n ,  f o r  a  

g r o u n d  L a n d a u  l e v e l  N  = 0 ,  o n e  h a s

r °  -  ï ï ê j T - -  <L36)
T h e  a b s o l u t e  v a l u e  o f  t h e  l e v e l  w i d t h  d e p e n d s  n o t  o n l y  o n  t h e  f u n c t i o n a l  f o r m  o f  t h e  

p o t e n t i a l ,  i .  e .  i t s  r a n g e ,  b u t  a l s o  o n  t h e  m u l t i p l i c a t i v e  f a c t o r  w h i c h  a p p e a r s  i n  t h e  

p o t e n t i a l .  T h e  l e v e l  w id t h  d e c r e a s e s  a s  t h e  r a n g e  i n c r e a s e s ,  b e c a u s e  t h e  m o d e l  p o t e n t i a l  

w h i c h  b e c o m e s  w e a k e r  w i t h  la r g e r  L  h a s  b e e n  a s s u m e d .
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H o w e v e r ,  t h e  S C B A  i s  n o t  s u f f i c i e n t  in  t h e  e n e r g y  r e g i o n  c l o s e  t o  t h e  s p e c t r a l  

e d g e s ,  w h i c h  i s  c l e a r  i f  w e  c o n s i d e r  t h e  u n p h y s i c a l  s h a r p  c u t o f f  o f  t h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  

( s e e  F i g .  5 ) .

G e r h a r d t s  ( 2 2 )  u s e d  t h e  m e t h o d  o f  c u m u l a n t  e x p a n s i o n  i n  c a l c u l a t i n g  t h e  

d e n s i t y  o f  s t a t e s .  T h e  G r e e n '  ร f u n c t i o n  i s  w r i t t e n  a s

G n ( E ) =  1 d t  e x p [ - i ( E t / f l )  ( 0 1 a N X K ( t )  a ^ jx  1 0 ) ( 1 . 3 7 )

w i t h  K ( t ) =  <  e x p  [ -  ( i / / i ) H t  ] >  . ( 1 . 3 8 )

I n  t h e  in t e r a c t i o n  r e p r e s e n t a t io n  o n e  g e t s

K ( t ) =  K ( t )  <  T  e x p  [ - ( iJ f i )  j^ d t  H i ( t )  ] > , ( 1 . 3 9 )

w i t h  T  b e i n g a  t i m e - o r d e r i n g  o p e r a t o r ,

H i ( t ) =  e x p  [ ( i / f i ) H 0 t ] H i  e x p  [ -  ( i / f i ) H 0 t ] , ( 1 . 4 0 )

a n d  K ( t ) e x p  [ -  ( i/Æ )H 0 t ] . ( 1 . 4 1 )

A  c u m u l a n t  e x p a n s i o n  o f  t h e  t i m e - o r d e r e d  e x p o n e n t i a l  in  E q .  ( 1 . 3 9 )  g i v e s  

<  T e x p  [ -  ( i / /z )  j^dT H i  CO ] >  =  e x p  [ ร  ( 1 / v ! )  c v  ] .  ( 1 . 4 2 )

T h e  f i r s t - o r d e r  t e r m ,
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C l  =  -  ( i t / f i ) < H i > ,  ( 1 . 4 3 )

i s  t r iv ia l  a n d  c a n  b e  n e g l e c t e d .  T h e  s e c o n d - o r d e r  t e r m  i s  n o n t r iv ia l  a n d  i s  g i v e n  b y

c 2  =  ( - i / f 0 2 T l o dT  j d x  ' [ <  H i ( โ )  H i (t  ' ) >  - <  H i > 2  J. ( 1 . 4 4 )

I f  t h e  t h e  l o w e s t  n o n t r i v i a l  t e r m  i s  r e t a i n e d  a n d  in  a  s u f f i c i e n t l y  s t r o n g  m a g n e t i c  f i e l d ,  

o n e  g e t s

K N (t )  =  (  0  I a N X  K ( t )  aNX 1 0 ) .

e x p  [  -  ( i / t f )E N t  ] e x p  [  -  T^ r  ] .  ( 1 . 4 5 )

T h u s ,  t h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  t a k e s  o n  a  G a u s s i a n  f o r m

ท ( E )  =  2  [ ( ^ - 1 / ^ - 2 ( ช ุ ) 2 ] ,  ( 1 . 4 6 )

w h i c h  i s  s h o w n  b y  t h e  d o t t e d  l i n e  in  F i g .  9 .  T h i s  a p p r o x i m a t i o n ,  c a l l e d  t h e  l o w e s t -  

o r d e r  c u m u l a n t  a p p r o x i m a t i o n ( L O C A ) ,  c a n  t a k e  i n t o  a c c o u n t  h i g h e r  o r d e r  e f f e c t s  

p a r t ia l l y  a n d  d o e s  n o t  c a u s e  t h e  u n p h y s i c a l  s h a r p  c u t o f f  o f  t h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s .  I t  g i v e s  

t h e r e f o r e ,  a  t h e o r e t i c a l  b a s i s ,  t o g e t h e r  w i t h  t h e  c a l c u l a t i o n  o f  A n d o ,  f o r  u s i n g  t h e  

G a u s s i a n  f o r m  o f  t h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  in  q u a l i t a t i v e  l i n e  s h a p e  a n a l y s i s .

W e  s e e  t h a t  t h e  s i m p l e  t h e o r i e s  o f  A n d o  e t  a l . ( 2 )  a n d  G e r h a r d t s  ( 2 2 )  p r e d i c t  f o r  

t h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  b r o a d e n e d  L a n d a u  l e v e l s  o f  a n  e l l i p t i c a l  o r  a  G a u s s i a n  s h a p e ,  

d e p e n d i n g  o n  t h e  a p p r o x i m a t i o n  in  w h i c h  t h e  in t e r a c t io n  o f  t h e  e l e c t r o n s  w i t h  r a n d o m l y  

d i s t r i b u t e d  s c a t t e r e r s  i s  t a k e n  i n t o  a c c o u n t .  F o r  a  s u f f i c i e n t l y  s t r o n g  m a g n e t i c  f i e l d  B ,  

t h e  L a n d a u  l e v e l s  a r e  e n e r g e t i c a l l y  w e l l e d  s e p a r a t e d  a n d  t h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s  i s  e x p e c t e d  

t o  b e  z e r o  o r  e x p o n e n t i a l l y  s m a l l  in  t h e  g a p  b e t w e e n  t h e  L a n d a u  l e v e l s .  A  n u m b e r  o f
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F i g .  9  T h e  d e n s i t y - o f - s t a t e s  p r o f i l e  o f  t h e  g r o u n d  L a n d a u  l e v e l  c a l c u l a t e d  b y  

u s i n g  t h e  s e l f - c o n s i s t e n t - B o m  a p p r o x i m a t i o n  ( d a s h e d  l i n e )  a n d  t h e  

l o w e s t  o r d e r  c u m u l a n t  a p p r o x i m a t i o n  ( d o t t e d  l i n e ) .  ■
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r e c e n t  e x p e r i m e n t s  p r o d u c e ,  h o w e v e r ,  s t r o n g  e v i d e n c e  f o r  a n  u n e x p e c t e d l y  l a r g e  

d e n s i t y  o f  s t a t e s  i n  t h e  L a n d a u  g a p  f o r  t h e  2 D E G  i n  b o t h  G a A s - ( G a A l ) A s  

h e t e r o s t r u c t u r e s  a n d  t h e  M O S - i n v e r s i o n  l a y e r  . F o r  t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e r m a l l y  

a c t i v a t e d  t r a n s p o r t  in  t h e  q u a n t u m  H a l l  r e g i m e ,  G o m i k  e t  a l .  ( 9 )  a n d  G u d m u n d s s o n  

a n d  G e r h a r d t s  ( 1 4 )  p r o p o s e d  t h e  f o l l o w i n g  m o d e l  o f  t h e  d e n s i t y  o f  s t a t e s ,

n ( E )  =  ( 1 - x )  [ ( 1 / 7 ๙ 2 )  J j  G (  E ,  E n ; r  ) ]  +  x n 0 , ( 1 . 4 7 )

w h e r e  o n l y  a  f r a c t i o n  1 - x  o f  t h e  t o t a l  s t a t e s  i s  d e s c r i b e d  b y  a  G a u s s i a n - s h a p e d  L a n d a u  

D O S .  H e r e  E n  =  / i O ( n + l / 2 )  i s  t h e  L a n d a u - l e v e l  e n e r g y ,  r  t h e  l e v e l  b r o a d e n i n g ,  a n d

G ( z ,  2 ' ; c )  =  ^ e x p  [ - ( 1 / 2 )  (  z ~  ) 2  ] ,  ( 1 . 4 8 )

a  n o r m a l i z e d  G a u s s i a n  d i s t r i b u t i o n .  A  c o n s t a n t  b a c k g r o u n d  i s  r e p r e s e n t e d  b y  a  f r a c t io n  

X o f  t h e  z e r o - f i e l d  D O S ,  n G . M e a s u r e m e n t s  o f  e q u i l i b r i u m  p r o p e r t i e s  s u c h  a s  

m a g n e t i z a t i o n  a n d  s p e c i f i c  h e a t  s e e m  t o  s u p p o r t  t h i s  p i c t u r e .  H o w e v e r ,  t h e  p h y s i c a l  

o r i g i n  o f  t h e  b a c k g r o u n d  D O S  r e m a i n s  u n c le a r .

T h e  n e x t  c h a p t e r  w e  w i l l  d e v o t e  t o  r e v i e w  t h e  F e y n m a n  p a t h  i n t e g r a l  t h e o r y  

i n c l u d i n g  s o m e  e x a c t  s o l u t i o n s  o f  s o l v a b l e  - 2 D  p r o b l e m s .
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